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ПРЕДИСЛОВИЕ

Проблема погрешностей с давних пор привлекала
внимание математиков. Значение ее еще более возросло с широким
распространением ЭВМ. К классической проблеме
погрешностей приближенных методов добавилась существовавшая ранее
в зачаточном состоянии проблема погрешностей
арифметических машинных действий.

Решение названных проблем вызвало необходимость

классификации погрешностей, нашедшей отражение и в учебной
литературе (см., например, [6,7]). По этой классификации с

каждой задачей вычислительной математики связывают три
погрешности: 1) неустранимую погрешность, вызванную
недостаточной точностью данных; 2) погрешность метода,

возникающую при использовании для решения задачи
приближенного метода; 3) вычислительную погрешность, называемую
также погрешностью округления: она является следствием

того, что как данные числа, так и результаты действий над
ними невозможно, как правило, выразить точно и их

приходится округлять.
Приведенная классификация в определенном смысле

способствовала развитию вычислительной математики, ее

понятий, методов и результатов. Однако эта классификация
кажется автору недостаточно полной. Предлагаемая классификация
предполагает разбиение погрешности метода и вычислительной

погрешности на четыре: на погрешности аппроксимации,
искажения, алгоритма и округления. (Подробнее об этом см. в

главе 1.)
Погрешность аппроксимации проистекает оттого, что

данная «точная» задача заменяется (аппроксимируется) другой,
более простой «приближенной» задачей. Погрешность
искажения появляется вследствие того, что данные приближенной
задачи, которой заменяется исходная точная задача,

вычисляются неточно. Погрешность алгоритма возникает в случае,

когда алгоритм, применяемый для решения приближенной

(в данном случае искаженной приближенной) задачи, дает ее

точное решение лишь в результате некоторого предельного пе-
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рехода, если его не удается выполнить эффективно.
Погрешность округления является следствием того, что предписания

упомянутого алгоритма выполняются неточно.

Автор не включил в предложенную им классификацию
неустранимую погрешность, поскольку ее оценка, как правило,
выходит за пределы возможностей математического анализа.

Он придерживается классической точки зрения, по которой
задача, к решению которой применяются математические

методы, должна рассматриваться как поставленная точно.

Конечно, существуют и другие мнения.

Расчленение погрешности метода и вычислительной

погрешности на четыре более элементарные и поэтому легче

поддающиеся анализу позволило получить оценки погрешностей
для ряда линейных и нелинейных задач вычислительной

математики. Так, исследованы погрешности методов Ритца,
конечных элементов, Бубнова — Галеркина, коллокации,

наискорейшего спуска, минимальных невязок, Ньютона —

Канторовича; получены оценки погрешностей решений интегральных
уравнений — фредгольмовых и, отчасти, сингулярных.
Частично исследованы погрешности методов Ритца и Бубнова —

Галеркина для нелинейных задач, погрешности решений
одного класса односторонних вариационных задач, даны
приложения к теории пластичности Сен-Венана-Мизеса.

В книге проведено также исследование погрешностей
решений линейных алгебраических систем, основанное на

описанной выше четырехчленной классификации погрешностей. На
этом пути получены как некоторые известные (относящиеся,
например, к методу Гаусса), так и некоторые новые

результаты (например, о методе сопряженных направлений и др.).
Все сказанное относится к априорным оценкам

погрешности, которые можно строить независимо от того, вычислено

или не вычислено само приближенное решение. Немалый
интерес представляют и апостериорные оценки погрешности,
т. е. оценки, выводимые для уже построенного приближенного
решения. О таких оценках довольно много сказано в

монографии автора [84]; в данной же работе этим вопросам
посвящены два параграфа главы 1 и глава 16, содержание которой
составляют применение метода Ритца к трехмерным задачам

упругопластического упрочнения и получение апостериорных
оценок погрешности указанного метода. Глава написана по

результатам диссертации, выполненной под руководством
автора безвременно скончавшейся И. В. Алексиевой (Болгария).

Дополнение (§ 1—5) содержит несколько примеров,
назначение которых показать, как вычислять оценки погрешностей
исходя из результатов предшествующих разделов. Для
простоты, а также из нежелания увеличивать чрезмерно объем

книги, автор ограничился рассмотрением линейных задач,
имеющих иллюстративный характер.
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Раздел I

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ
И ИХ ПОГРЕШНОСТИ

Глава I

ПОГРЕШНОСТИ МАШИННЫХ ДЕЙСТВИЙ
И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ

§ 1. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ

Г. Пусть а — какое-нибудь число. Наряду с его точным

значением часто приходится рассматривать неточное значение,

получаемое как результат некоторых вычислительных

машинных операций. Обозначим это неточное значение через (а)м и

через 8(a) погрешность 6(а)=(а)м — а.

Как известно (см., например, [39]), для каждой ЭВМ, в

которой принято двоичное представление чисел и которая
работает в режиме с плавающей запятой, можно указать
характеризующие эту машину малые числа ei и 82: наименьшее

машинное число, большее единицы, равно 1 + ei, а наибольшее
по модулю машинное число равно 1/б2. Для ЭВМ БЭСМ-6
значения этих чисел таковы: ei =2~39 « 0,182- Ю-11, ег/2 =
= 2~б4(1 — 2-40)-1 « 0,543-Ю-19.

Числа ei и е2 входят в оценки погрешностей машинных

арифметических действий. Они малы по сравнению с единицей
и по крайней мере для БЭСМ-6 е2 мало по сравнению с ei, и

е2 появляется в оценках погрешности только тогда, когда

результат выполнения машинной операции есть машинный нуль.

Разумеется, мы при этом допускаем, что множители при ei и

г? не слишком велики. Имея это в виду, будем отбрасывать
в оценках погрешности члены порядка 82» а также члены,

содержащие степени ei с показателями, большими единицы. В

результате из формул для оценки погрешностей машинных

действий, приведенных в [39], вытекает общая формула

|6(a*6)|<8l|a*&|, (1.1.1)

в которой звездочка обозначает любое из четырех
арифметических действий. Формула, близкая к (1.1.1), дана в книге

[142].
2°. Пользуясь формулой (1.1.1), можно вывести оценки

погрешностей результатов многократного выполнения машинных
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арифметических действий. Эти оценки имеют вид

б(ЕГ-!аг) <е,(т— 1) max |£*=1аЛ (1.1.2)

1*(пг-,в|)|<в1(я»-1)11Г-,1в||. (1.1.3)

Они верны с точностью до членов высшего порядка малости.

Докажем неравенство (1.1.2). Машинное сложение

нескольких чисел производится по рекуррентному соотношению

Обозначим bk={a{ + а2 + ... + ак)ы и | bk — а{
—

а2 — ...

—

ak |=»

=*\6(ах+а2+ ...+ак)\ = *\Ук- По формулам (1.1.1), (1.1.4)

eiYfe+i = I(Z J-! а)и — Z J-1 т | = \[(bk + a*+i)M — ftft — flik+i] +

+ [bk - Z*=t *<]| <*i 0 ft* + а*и I + Y*]. (1.1.5)

Далее, ftfe + fl*+i = La=\ai +вв,\Л, 9=±1. Отсюда

|ft* + fl*+il<| Z^i^l + eiYfe.

Подставим это в (1.1.5) и отбросим члены с е*:

Yfe+i<| ЪыхЩ + Чк-

В этом неравенстве положим k = 2, 3, ..., /л — 1 и сложим

полученные соотношения. Формула (1.1.1) показывает, что

Y2 ^|^i + 021. и мы приходим к неравенству

Ym<| ЕГ=2 Я* !<("*- 1) ШаХ IZj-i^L1 ' 2<fe<mJ '

равносильному неравенству (1.1.2). Заметим, что из (1.1.2)
вытекает более простая, хотя и более грубая оценка

|6(zr=i^)l<^(m~i)2:r=ii^i- (1.1.6)

Обратимся к неравенству (1.1.3). Оно очевидно, если

/л =2. Допустим, что оно верно для т—1 множителей.
Машинное умножение нескольких множителей совершается по

рекуррентной формуле

(К^)М№:\а)как\. 0.1.7)

viy предположению

(пг.",1«/)м=(1+е1('»-2)8)ПГ-;1«/.|е|<1.
По индукционному предположению
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Отсюда следует, что с точностью до малых высших порядков

l(^(nr=,^))hl(nr=1«0M-nr.Iai|<|((nr=-;1^)Ma.)M-
- [ПГ="' аХ ат\ + \ (ПГЛ1 "<)м ат - ПГ-, йт | <
< е, [| (ПГГ/ «,)„ в» | + (т - 2) ПГ-i I«« 0 <

<в1[(1+(т-2)в1)ПГ-,1в11 + ('я-2)ПГ-,1в||].
Отбросив справа слагаемые порядка г\, получим соотношение

(1.1.3).
3°. Можно существенно уменьшить погрешности

многократных машинных арифметических действий, а также улучшить
и упростить оценки таких погрешностей, если выполнять

промежуточные действия с повышенной точностью. Пусть
величина а получается как результат нескольких арифметических
действий, выполняемых с повышенной точностью. Тогда
погрешность величины а будет оцениваться выражением вида

Pe\+v, v > 0, а результат вычислений имеет вид а + ВРе^
|9|^1. В этом результате отбросим последние значащие

цифры так, чтобы относительная погрешность нового

результата, который мы обозначим через (а)м, не превосходила вь
Тогда

(а)и = а + Рв\+* + вР(а + Рв\+*), |9'|<1. (1.1.8)

Допустим теперь, что число Р не очень велико, так что Рг\
мало по сравнению с единицей. Отбросив в (1.1.8) члены

высшего порядка малости, найдем, что (a)M = a + 8'eia,
\Bf\^ 1, и, следовательно,

|6to)|<e,|a|. (1.1.9)

Оценка (1.1.9) остается в силе и тогда, когда вычисления

с повышенной точностью заменяются вычислениями с

использованием регистра младших разрядов [39].
4°. Рассмотрим погрешность извлечения квадратного корня.

Обычно это действие выполняется по рекуррентной формуле

V*o>0, Xn+i = 2-l(a/xn + Xn). '

(1.1.10)

Как хорошо известно, существует Um хп = л/а- На практике
П->оо

вычисления заканчивают, когда достигается неравенство

\хп+\ — *л|^е. где е — заданное малое число. Покажем, что

при этом с точностью до малых высших порядков выполняется

неравенство

\*п- V«l<e. (1.1.11)
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Имеем дсл+i =JCn + 98, |0|^1. Подставив это в (1.1.10),
получим квадратное уравнение х\ + 2е6л;п -а = 0 с положительным

корнем хп =
— еб + Va + £292. С точностью до величин

порядка е2 находим

\Хп- Va| = |V^ + e9~V« + e282|<8|e|<8.
Для упрощения последующих выкладок положим е = е{ д/а-

Тогда

U«-Va|<8, V5- (1.1.12)

К сказанному добавим некоторые, большей частью

известные замечания. Пусть х>0— некоторое приближение к <\/а>
а х — следующее за х приближение, построенное по формуле
(1.1.10):

х = 2~х(а/х + х).

Тогда

=i-<y/a = Wa-x)2/2x. (1.1.13)

Отсюда следует, что при любом выборе начального

приближения хо > 0 все последующие приближения х\, х2у ..., хп, ...

суть приближения с избытком к Va' за исключением

тривиального случая,когда х0 = л/а. Примем, что х0фл/а- Из (1.1.10)
следует, что при п ^ 2

Xn+i — Хп = 2~1(хп — xn-{)(l г-Т V (1.1.14)
V хпхп-\ /

Очевидно, что вторая скобка справа положительна, и из

(1.1.14) вытекает, что все разности хп+\—хп, п^2, имеют

один и тот же знак. Более того, все эти разности
отрицательны — в противном случае последовательность (х\9 х2, ...)
была бы возрастающей, и так как все ее члены хп > л/а, то было

бы Iim xn > л/я-
ч->оо

Выберем начальное приближение так, чтобы л/а < х0< 2ч/а-
По формуле (1.1.13)

/- (^-j-Уа)2 (^-!-Уа)2 (*„-2-У^)4
хп
— уа = < < ——з < ...

2*п_, 2 Va (2VS)

...<(*о-У*Г <2-2^Va.
(2V-.f-1

Неравенство (1.1.12) будет выполнено, если 2~~2 +l^8f,
например, на ЭВМ БЭСМ-6, где ei = 2-39, достаточно выполнить по

формуле (1.1.10) шесть итераций.
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§ 2. СЛОЖЕНИЕ И УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ

1°. Пусть Л и В — квадратные матрицы порядка га,
составленные соответственно из элементов ац и Ъц\ i, /= 1, 2, ..., т.

Будем записывать это в виде Л = [a*/]^/e=1, В = [&г/]™/=1. Будем
говорить, что матрица В мажорирует матрицу Л, если |fl/,|^
^ Ьн при всех /, / = 1,2, ..., га; соотношение мажорирования

будем записывать в виде Л со В. Введем еще обозначение: если

Л = [dif]tlltfmeV то A = [\aif\]™Js=v Очевидно, что Л со Л. Отметим

еще, что если Л, со S, и Л9 со Въ то Л, + Л<> со В{ + В2 и Л, Л> о>

со ВХВ2.
Любая матрица порядка т порождает линейный оператор,

действующий в евклидовом пространстве Rm. Норму матрицы
как оператора в Rm будем обозначать символом ||-||. Кроме
того, мы иногда будем рассматривать евклидову норму

матрицы, определяемую формулой

UtE=Z?,f=i\a{lt (1.2.1)

Известны соотношения [39]

Н||<||Л||£<л/т||Л|| (1.2.2)

Ясно, что если Л со В, то ||Л||<||В|| и ||Л\\Е<||В||я. В

частности, IIЛ||<||Л|| и ||Л\\Е = ||Л\\е. Отсюда и из (1.2.2) следует,

что

Н1|<||Л||£ = ||Л||£<л/т||Л||. (1.2.3)

2°. Рассмотрим произведение 5 матриц A = AlA2...As;

а = ут а(\) М2) Ms)

Если вычисления производятся с повышенной точностью, то

по формуле (1.1.9) |6(а*/) |^ ei|a*/|. Это означает, что

6(A) со гхА и, следовательно,

||*M)||<e1||4||<e1V^MB<e1V^IIJ.1M/D. (1.2.4)

3°. Рассмотрим погрешность умножения матрицы на

вектор. Допустим, что вычисления производятся с повышенной

точностью. Если

Л = [#//]; / = р
X = {Х\, #2» • • •

9 Хт),
то

{Ax)l= Z-^ciijXj. (1.2.5)
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По формуле (1.1.9) | б ((Ах){) | < е, | (Ах){ | и далее

\6(Ax)tr<#l\-T,7.la,!*,f<$T.7-l\*„?'Vlxt (1.2.6)

Суммируя и извлекая корень, получаем

\\6(Ах)\\<я1\\А\\в^х\\^в1^\\А^\\х\\. (1.2.7)

4°. Оценим погрешность сложения матриц, предполагая по-

прежнему, что вычисления производятся с повышенной точ-

ностью. Пусть Ak = [a<*>]!",_, и Л = [at/]™/=] = Л, + А2 + ... +

+ As. По формуле (1.1.9)

I * (««> к«. I х:;.,«»»|- * ^>w ei si-iл*-
Отсюда

lieC^IKe, Zl.ilMiklKe, V^iZUilM*H. d.2.8)

5°. Нетрудно оценить погрешность суммы произведений
матриц

Сначала вычисляются произведения; в результате получаются
матрицы Вк + б (В*); при этом

6(z;=1Bft)=(z;_1(s,+6(sft)))M-sL,^=
=(ZL(sft + s(Bft)))M- EL(^ + 6(Bft))+ Ssft.,6(Bft),

и по неравенству (1.2.8)

\П^1.1Вк)\\<г]Л/тТ,[.1\\^ + ^(Вк)\\+ ^1^\\(>(Вк)1
Если теперь воспользоваться неравенством (1.2.4), то

получится после отбрасывания членов более высокого порядка

малости искомая оценка:

KZL Вк)\ < 2б1 л/т EL,|| В* II < 28, V™ ZL П^Л Л4/(|.
(1.2.9)

§ 3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ

1°. Многие задачи вычислительной математики подходят

под следующую схему. Дан некоторый объект f; требуется
найти другой объект х по двум условиям: 1) х принадлежит
некоторому данному классу объектов Х\ 2) х находится в

некотором заданном соотношении г с данным элементом f. Нашу
задачу запишем так:

НА, xrf). (1.3.1)
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Объект ху удовлетворяющий условиям (1.3.1), есть решение

задачи.

Пример 1. Пусть требуется вычислить интеграл

х=[ f(t)dt, (1.3.2)
Jo

где /(/)— заданная функция. В этом случае / = /(/), X = R\,
а соотношение г означает, что х и / связаны уравнением (1.3.2).

В несколько усложненном примере, когда требуется
вычислить интеграл

x(z)=[ f(z, t)dt9 (1.3.3)
Jl>

где D—множество в Rm, a z— параметр, который может

принять любое значение из некоторого множества Q, / есть

функция двух точек z и t, X есть множество функций,
определенных на Q, а соотношение г определяется уравнением (1.3.3).

Пример 2. Пусть требуется решить систему линейных

алгебраических уравнений
Ах = Ьу (1.3.4)

где х и Ъ — fc-мерные векторы; А — квадратная матрица
порядка k. Пусть для простоты все числа в нашей задаче

вещественные. Тогда / = 6, X = Rky соотношение г определяется

уравнением (1.3.4).
Пример 3. Рассмотрим смешанную задачу для волнового

уравнения
д2х
—
= Дя + /(г, /); / > О, геQ,

х (г, 0) = Ф (г), xt (г, 0) = ^ (г), (1.3.5)

Д — оператор Лапласа. Будем, например, искать решение этой

задачи, принадлежащее Соболевскому классу й^р2>([0> <х>); Q).
Тогда X = Wf]([0, оо); Q), / есть совокупность функций /(г,/),
ф(г), 1|)(г), со (г, 0» а соотношение г определяется
совокупностью уравнений (1.3.5).

Пример 4. Пусть f(x)—функционал, определенный на

некотором множестве X, и требуется найти элемент xgX, на

котором функционал f(x) достигает минимума. В данном случае

f = f(x), а соотношение г можно описать так: если х* есть

решение данной вариационной задачи,* то x*rt означает, что

f(x.)^f(x)9Vx€=X.
2°. Как правило, задача (1.3.1) решается приближенно.

В довольно широком классе случаев это означает следующее.
Каждому натуральному п приводятся в соответствие: объект

/(п); класс объектов Хп\ оператор рп, отображающий Хп в Х\
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соотношение гп. Задача (1.3.1) заменяется любой задачей из

последовательности

{vM<=Xn9 vMrJW); (1.3.6)

мы предполагаем, что решение каждой из задач (1.3.6) не

зависит от решений последующих задач, но может зависеть от

предыдущих. Если v[n) есть решение п-и задачи (1.3.6), то

элемент х[п) = pnv[n) рассматривается как приближенное решение
задачи (1.3.1).

Будем говорить, что задача (1.3.6) аппроксимирует
задачу (1.3.1), и допустим, что аппроксимирующая задача (1.3.6)
в том или ином смысле проще, чем аппроксимируемая задача

(1.3.1).
Процесс решения последовательности задач (1.3.6) назовем

вычислительным процессом. Этот процесс назовем свободным,
если при любом п решение v[n) определяется независимо от

элементов v[k\ k < n, и рекуррентным, если v[n) определяется

через v[k\ k <n.

Пример 5. Будем вычислять интеграл (1.3.2) примера 1,

например, по формуле средних прямоугольников с п узлами.
Тогда /(п> есть совокупность п ординат f(tk) в точках tk =
= (2k—l)/2n, k = l, 2, ..., n\ Xn = R\, pn есть тождественный

оператор в R\, а соотношение гп определяется выбранной
квадратурной формулой

и(п)гГ := vW =1£^ f (J*zJ.) . (1.3.7)

Пример 6. В примере 2 положим А = 1 — 5, где / —

единичная матрица в Rk, и запишем уравнение (1.3.4) в виде х =

= Вх + Ъ. Применим метод простой итерации: зададим какой-

нибудь вектор v{0) и положим для любого натурального л

vW = Bv(n-l) + b. (1.3.8)

В данном случае f{n) есть совокупность векторов Ъ и v{n~l)\
Хп = X = Rk, Pn = Л соотношение гп определяется формулой
простых итераций

v^rnf(n) := vW = £у("-1) + b. (1.3.9)

Вычислительный процесс (1.3.9) — рекуррентный.
Приведем еще некоторые примеры. К свободным

вычислительным процессам приводят методы Ритца, Бубнова — Галер-
кина, конечных элементов, разностные методы, метод прямых.
К рекуррентным процессам приводят различные итерационные

методы: метод простых итераций, релаксационные методы,

градиентные методы, методы наискорейшего спуска и

минимальных невязок, метод Ньютона — Канторовича и др.
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3°. Предположим, что аппроксимирующую задачу (1.3 6) мы

«умеем решать» при любом п. Под этим мы понимаем

следующее. Существует набор «элементарных» операций, которые мы

умеем выполнять, и мы располагаем алгоритмом, который при
любом п после выполнения конечного числа элементарных
операций приводит (если эти операции выполнены точно, без

погрешности) либо к точному значению элемента v^\
решающего задачу (1.3.6), либо к некоторому элементу &п\ который
в том или ином смысле близок к элементу v[n\ причем степень

этой близости можно оценить. Разумеется, мы предполагаем
при этом, что для рассматриваемых п аппроксимирующая
задача разрешима.

Поясним сказанное на примере. Пусть задача (1.3.1) имеет

вид

Ax = ff (1.3.10)

где А — положительно определенный оператор в некотором
гильбертовом пространстве Н\ х и / — элементы этого

пространства, искомый и данный. Если к этой задаче применить
какой-нибудь вариант метода Ритца (например, метод

конечных элементов), то мы придем к аппроксимирующей линейной
алгебраической системе вида

AnvW = fn\ (1.3.11)

где Ап — числовая квадратная матрица порядка NXN\ v{n) и

f(n) суть yV-мерные числовые векторы; N—некоторая
целочисленная функция от п. Как известно, система (1.3.11)
однозначно разрешима при любом п. Если для ее решения
воспользоваться каким-нибудь точным методом, например
методом Гаусса, то через конечное число шагов мы придем к

точному решению; если же воспользоваться, например, методом

простой итерации (для этого надо предварительно подвергнуть
систему (1.3.11) некоторому элементарному преобразованию),
то в результате конечного числа шагов мы получим вектор

v(n\ близкий к v[n)- Набор элементарных операций, о котором
говорилось выше, содержит арифметические действия; в случае
метода Гаусса в этот набор входит еще определение
наибольшего по модулю числа из заданного конечного множества чисел.

4°. Для приложений особенно интересны случаи, когда X и

Хп суть банаховы пространства. Предположим еще, что f и /(п>
также суть элементы некоторых банаховых пространств Y и

Yn соответственно. Эти предположения мы сохраним на

протяжении всей книги.

§ 4. ИСТОЧНИКИ ПОГРЕШНОСТЕЙ

Г. Если задача (1.3.1) решается каким-либо методом,
подходящим под схему § 3, то, как кажется автору, речь может

идти о четырех возможных источниках погрешности. При этом
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мы считаем, что задача (1.3.1) поставлена точно. Тем самым

мы пренебрегаем так называемыми неустранимыми
погрешностями, связанными с постановкой упомянутой задачи как

задачи естествознания или социальнонаучных дисциплин

(погрешности измерений, недостаточная точность основных

гипотез и т. п.). По мнению автора, в общем случае устранение или

хотя бы уменьшение подобных погрешностей лежат вне

пределов действия математических методов, и самое большее, на

что здесь можно рассчитывать, это при наличии достаточной
информации о степени точности упомянутых факторов
воспользоваться методами теории возмущений и дать оценку
погрешности, обусловленной неточностью этих факторов.

2°. Переходим к описанию источников погрешностей.
1. Погрешность аппроксимации. Переход от

точной задачи (1.3.1) к аппроксимирующей задаче (1.3.6) с

выбранным номером п приводит к тому, что элемент л;*

пространства X заменяется элементом x[n) = pnv[n) того же

пространства. Возникающую при этом погрешность х»
— pnv[n)

естественно оценить ее нормой

9»-\x.-p»v{r)\ = \x.-x?[ (1.4.1)

Величину р„ назовем погрешностью аппроксимации задачи

(1.3.1).
Вопрос о погрешности аппроксимации и ее оценке

— один

из важнейших в вычислительной математике, и ему посвящена

обширная литература.
2. Погрешность искажения. Как правило, переход

от точной задачи (1.3.1) к аппроксимирующей задаче (1.3.6)
совершается с погрешностью. Элемент /(п> не задан заранее,
а вычисляется по данным точной задачи. Вычислительные

операции почти всегда выполняются с той или иной погрешностью,
и вместо элемента /(п) мы на самом деле получим некоторый
«искаженный» элемент ]{п\ Может случиться, что и

соотношение Гп заменится «искаженным» соотношением гп. Элемент /(л>
и соотношение гп на самом деле остаются неизвестными;

известными являются f(n> и гп. В результате вместо

последовательности аппроксимирующих задач (1.3.6) получается
последовательность «искаженных» аппроксимирующих задач

{sfi»c=Xn9 z^rJ{n)Y (1.4.2)

Допустим, что эти задачи разрешимы, и пусть z[n) — их

решения. Величину

L=Hn)-vT%n (1.4.3)
назовем Хп-погрешностью искажения. Больший интерес
представляет величина

In-U^-PnvTl, (1.4.4>

17



которую мы назовем Х-погрешностью искажения (или проста
погрешностью искажения).

3. Искаженную задачу (1.4.2) предстоит решать. Будем
считать, как об этом сказано в § 3, что мы располагаем
некоторым алгоритмом, который после выполнения конечного числа

действий приводит, если эти действия выполнены без

погрешностей, либо к точному значению элемента z[n\ либо к такому
элементу ш(п) е Хп, что погрешность

4n = \PnWin)-Pnz(:\ (1.4.5)

можно оценить и можно добиться того, чтобы величина,
оценивающая эту погрешность, была сколь угодно малой. Первый
случай — частный по отношению ко второму, и мы будем
рассматривать именно второй случай, допуская, что величина

(1.4.5) может иногда равняться нулю. Эту величину назовем

Х-погрешностью алгоритма (или просто погрешностью
алгоритма); можно ввести и X^погрешность алгоритма:

ч. = |»а,)-«Г)1х- 0-4-6>
ft

4. Практически любой алгоритм содержит ряд операций,
выполнение которых сопряжено с погрешностями. Таковы
арифметические действия, операции вычисления значений функции
и т. п. Названные погрешности приведут к тому, что вместо

элемента w(n)^Xn мы получим другой элементе") е хп.

Величину

L = Wn)-win% (1.4.7)

назовем Хп-погрешностью округления, а величину

Zn = \\Pnww-pnww\\Xn (1.4.8)

Х-погрешностью округления (или просто погрешностью

округления).
3°. Не претендуя на полноту, приведем некоторые

литературные указания. Вопросы оценки погрешности аппроксимации
возникли почти одновременно с возникновением анализа. Из

многочисленных работ последних десятилетий, в которых
изучается погрешность аппроксимации, отметим монографии В. Ва-
зова и Дж. Форсайта [9], Г. М. Вайникко [13], Р. С. Варга
[15], Б. Г. Габдулхаева [30], М. К. Гавурина [32], Л. В.

Канторовича и Г. П. Акилова [64], Л. В. Канторовича и В.

И.Крылова [65], М. А. Красносельского с соавторами [73], Г. И. Мар-
чука [80], автора этой книги [87, 96, 182, 108], Ж.-П. Обэна

[125], Л. А. Оганесяна и Л. А. Руховца [126], С. Пресдорфа
и Б. Зильбермана [192], С. Л. Соболева [132], Дж. Стрэнга
и Дж. Фикса [199], Ф. Сьярле [134]. Понятие погрешности
искажения было первоначально введено в работах автора [85,
86, 89]: в первых двух исследована устойчивость метода Ритца
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по отношению к погрешностям искажения, в третьей получены

некоторые общие теоремы об устойчивости вычислительных

процессов, которые выше были названы свободными. Самый

термин «искажение» ввела Л. Н. Довбыш в работе [54],
посвященной погрешностям искажения собственных чисел и

собственных подпространств самосопряженных операторов. В

работе Г. Н. Ясковой и М. Н. Яковлева [153] исследована

устойчивость метода Бубнова — Галеркина относительно

погрешностей искажения. М. А. Велиев [16, 17] исследовал устойчивость
метода Бубнова—Галеркина для ряда нестационарных задач,
линейных и нелинейных. Перечисленные здесь работы,
относящиеся к устойчивости относительно искажения и

опубликованные не позднее 1965 г., суммированы в книге автора [90], в

которой, кроме того, содержатся некоторые результаты,
относящиеся к нелинейным стационарным задачам. Дальнейшие

результаты по погрешностям искажения свободных
вычислительных процессов содержатся в работах автора [94, 96, 122, 181,
107, 108], Ю. К. Демьяновича [45], Т. С. Таккера [201],
Б. Дж. Омоден [189], С. Г. Суворова [133]. Тот же вопрос
для рекуррентных вычислительных процессов рассмотрен в

работах автора [105, 106]. Велиев продолжал исследование
устойчивости для нестационарных задач в работах [18—24].

'

Вопрос об оценке погрешности алгоритма во многих

случаях достаточно прост и, насколько известно автору,
специально не исследовался (если не считать учебной
литературы). Впрочем, имеются случаи, когда погрешность алгоритма
пока не удается оценить. Таковы, например, некоторые

односторонние вариационные задачи.
Много работ посвящено погрешностям округления; эти

работы относятся главным образом к различным методам
решения линейных алгебраических систем. Отметим здесь работы
Г. М. Голуба [172], Дж. X. Уилкинсона [138, 202]. Некоторые
другие случаи рассмотрены автором [105, 106].

В заключение отметим, что некоторая классификация
погрешностей приведена в учебниках [6,7]. В этой

классификации различаются три типа погрешностей: 1) неустранимая
погрешность, вытекающая из неточностей постановки задачи

(1.3.1); 2) погрешность метода — она в существенном
совпадает с определенной выше погрешностью аппроксимации; 3)
вычислительная погрешность (в [7] она названа погрешностью
округления), включающая в себя введенные выше погрешности

искажения, алгоритма и округления.

Соображения автора относительно неустранимой
погрешности изложены выше, в п. 1° настоящего параграфа. Что
касается вычислительной погрешности, то нам хотелось бы
привести некоторые соображения в пользу нашей более подробной
классификации. Мы уже отмечали в Предисловии, что

введенные нами погрешности более элементарны по своей структуре
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и потому легче поддаются анализу. В частности, погрешность
искажения зависит лишь от того, насколько точно вычислены

объекты, которые являются данными в приближенной задаче

(1.4.2); она не зависит от того, какой алгоритм применяется
для решения этой последней задачи и с какой точностью
выполняются предписания этого алгоритма. От его выбора
зависит погрешность алгоритма. Наконец, погрешность округления
(в том смысле, какой мы придаем этому термину) при

выбранном алгоритме полностью определяется той точностью, с

которой выполняются предписания этого алгоритма. Таким

образом, вычислительная погрешность распадается на три
слагаемых, каждое из которых определяется независимо.

Наша классификация впервые дана в статье [105].

§ 5. ПОГРЕШНОСТИ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

Цель настоящего параграфа — проиллюстрировать на

сравнительно простом примере общие соображения § 4.

1°. Погрешность аппроксимации для квадратурных формул
изучалась с давних времен. Мы приведем здесь оценки этой

погрешности для наиболее распространенных квадратурных
формул. Через (а, Ь) обозначен промежуток интегрирования,

через п — число промежутков разбиения, через
f—подынтегральная функция.

1) Формула прямоугольников

^^ (Ь -а)2 ,,,,,,

2) формула средних прямоугольников

™ ^ 24я2 "' "С \а, Ь]
•

3) формула трапеций

Р* ^ \2п2 "' "с [с. б] •

4) формула Симпсона

< (Ь - а)5 и
f(4) ||

5) формула Гаусса (а, й) = (— 1, 1),

2
On ^п^

(2/1

!2n+1(n!)4 ||f(tt)|l
+ Щ(2п)П3"' "* 1-ЫЙ

6) формула Эйлера-Маклорена

л ^ nh2mA"'B2m it .(2m> ||
Рл^ (2^)1 I' kla.ftr

%
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В последней формуле т — произвольно выбранное натуральное
число, от которого зависит точность формулы Эйлера — Мак-

лорена, h = (b — а)/пу В2т — числа Бернулли.
Отметим еще построенные Соболевым [132] кубатурные

формулы, которые для подынтегральных функций класса

W2m) (Q) (Q — область интегрирования) приводят к наименьшей

или близкой к наименьшей погрешности аппроксимации.
2°. Исследование остальных погрешностей мы проведем для

класса квадратурных формул вида

\bf(t)dt~Yn ckf(tk), (1.5.1)

обладающих следующими свойствами: Ck ^ 0; формула (1.5.1)
точна, если f(t) = const, так что

EL **-*-*• о-5-2)

На узлы tk мы не накладываем никаких ограничений.
Подынтегральную функцию предполагаем ограниченной: \f(t) \ ^М =
= const. Пусть коэффициенты Си и ординаты yk = f(tk)
вычислены неточно, так что на самом деле нам известны их

искаженные значения дк = ck + ук и Ук = Ук + а*. Мы

предполагаем при этом, что

|a*|<af ELlYfcKY. (1.5.3)

где а и у— малые числа, и что искаженные коэффициенты
ck удовлетворяют условиям, сформулированным выше:

Погрешность искажения формулы (1.5.1) равна

In = J ELi К** + Y*) (Ук + ak) — ckyk] I =
= | EL (ykyk + h*k) I < My + a (b - a). (1.5.4)

Таким образом, малые искажения коэффициентов и ординат
приводят к малому искажению интеграла, вычисленного па

квадратурной формуле.
После того как ординаты определены, алгоритм вычисления

правой части формулы (1.5.1) содержит только конечное число

действий сложения и умножения, поэтому для квадратурной
формулы погрешность алгоритма равна нулю.

3°. Оценим, наконец, погрешность округления. Мы
вычисляем интеграл по искаженной квадратурной формуле

\ fiOdt **Y ckyk.
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Допуская, что вычисления производятся с повышенной

точностью, находим по формуле (1.1.9)

16(ELi hyk)\<*\ |2I"_i ckykI <e{ Ц ,el cfe| yk \

и с точностью до малых высшего порядка

К2[.,г^*)|<в| 0/(0|Л- (1,5,5)

Формула (1.5.5), точнее, ее правая часть, и дает оценку

погрешности округления квадратурной формулы. Общая оценка

погрешности квадратурной формулы имеет вид

9n + My + a + e{\b\f(t)\dt. (1.5.6)

4°. Пример. Допустим, что мы вычисляем на ЭВМ БЭСМ-6
по формуле Симпсона интеграл

J rldt = \r\2.

Пусть число промежутков деления 2п = 2*, где k невелико.

Погрешность аппроксимации имеет оценку

24.2~4fe 2 9-4ft
180 15

' Z

Коэффициенты квадратурной формулы в данном случае
записываются точно, так что у*

= 0. Далее, |а&| ^ ъ\\ук\ ^ ei. По

формуле (1.5.4) погрешность искажения in ^ вь Наконец,
формула (1.5.5) дает оценку погрешности округления еь Общая
погрешность оценивается так:

6Й<4'2"4*+28"
Если мы возьмем k =8, то получим оценку Ьп ^ З^-Ю-^Ч-

+ 0,364-Ю-11, т. е. величина In 2 будет вычислена с десятью

верными знаками. Дальнейшее увеличение &, по-видимому,
нецелесообразно из-за наличия слагаемого 2г\ в оценке

погрешности.

5°. Нетрудно проанализировать также погрешности формул
типа формулы Эйлера — Маклорена, которая содержит

некоторое число отрицательных коэффициентов, причем последние

умножаются не только на значения подынтегральной функции,
но и на значения некоторых ее производных. Не вносит новых

трудностей и исследование погрешностей кубатурных формул
при любом числе координат.
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§ 6. О ПОГРЕШНОСТЯХ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ

1°. Вопрос об оценке погрешностей, возникающих при

решении задач линейной алгебры, будет подробно освещен в

разделе II. Здесь мы ставим более ограниченную задачу: дать еще
•на одном примере иллюстрацию общих понятий § 4. С этой

целью мы рассмотрим задачу о решении линейной
алгебраической системы с квадратной неособенной матрицей и выясним,

с какими погрешностями приходится иметь дело при
численном решении упомянутой задачи. Разумеется, ответ зависит

от применяемого метода.
2°. Обычные методы решения линейных алгебраических

систем таковы, что они применяются либо непосредственно к

данной системе, либо к системе, полученной из данной тем или

иным эквивалентным преобразованием. Отсюда следует,
что в задаче о численном решении линейной алгебраической
системы погрешность аппроксимации равна нулю.

3°. Как известно [139], методы решения линейных

алгебраических систем распадаются на две группы: точные (их
называют также прямыми) и итеративные методы. Из
точных особенно важны методы исключения, к которым
относится метод Гаусса, его частный случай — метод прогонки,

метод матриц вращения, метод матриц отражения и др.
Отличительная черта этих методов состоит в том, то данная система

с матрицей общего вида преобразуется путем
последовательного исключения неизвестных к системе с треугольной
матрицей; эта операция называется прямым ходом данного метода.

Обратный ход состоит в решении полученной треугольной
системы. Таким образом, прямой ход сводит данную задачу —

решение системы с произвольной матрицей — к эквивалентной,
но более простой задаче — к решению системы с треугольной
матрицей. Сопоставляя сказанное с определениями § 4,
заключаем, что прямой ход в методах исключения связан с

погрешностью искажения. Обратный ход, как легко видеть, связан

с погрешностью округления. Погрешность алгоритма в точных

методах равна нулю.
По методу Холецкого (методу квадратных корней), идейно

близкому к методам исключения, решение системы с

симметричной положительно определенной матрицей сводится к

решению двух сопряженных систем с треугольными матрицами.
Можно считать, что в этом методе прямой ход состоит в

построении упомянутых треугольных систем, а обратный — в

решении этих систем. Как и в методах исключения, в методе

Холецкого с прямым ходом связана погрешность искажения, с

обратным— погрешность округления. Метод квадратных
корней— точный, и погрешность аппроксимации для него равна
нулю.
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4°. Рассмотрим теперь итерационные методы. Если система

такова, что к ней можно непосредственно применить метод
последовательных приближений, то в этом случае мы будем
иметь дело с погрешностями алгоритма и округления. Чаще
бывает так, что систему надо предварительно преобразовать
к такому виду, чтобы применение метода последовательных

приближений стало возможным. В этом случае к названным

выше погрешностям добавляется погрешность искажения —

•она связана с упомянутым преобразованием системы.

Для итерационных методов решения линейных

алгебраических систем, так же, как и для точных методов, погрешность

аппроксимации равна нулю.

§ 7. АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТЕЙ

1°. Оценки погрешностей, о которых шла речь в

предшествующих параграфах, могут быть построены до того, как само

приближенное решение построено; поэтому упомянутые оценки

принято называть априорными. Априорность оценок является

их большим преимуществом: оценив суммарную погрешность

до того, как задача решена, можно судить о том, приемлемо
или нет приближенное решение с такой погрешностью; если

нет, то надо предварительно перестроить точность вычислений

так, чтобы новая суммарная оценка погрешности оказалась

приемлемой.
2°. В ряде случаев, однако, вычисление априорных оценок

погрешности оказывается весьма трудоемким — иногда

существенно более трудоемким, чем вычисление самого

приближенного решения. В этом случае может оказаться целесообразным
построение так называемых апостериорных оценок

погрешности, которые определяются по уже построенным приближенным

решениям. Ниже мы кратко опишем два случая, когда

построение апостериорных оценок оказывается возможным;

подробнее об этом сказано в монографии автора [84].
3°. Пусть А — линейный оператор, действующий из

банахова пространства В\ в другое банахово пространство В2, и

лусть требуется решить уравнение

Ax = f. (1.7.1)

Допустим, что тем или иным способом нам удалось построить
элемент jceD(/4)cBb который мы рассматриваем как

приближенное решение уравнения (1.7.1). Если существует
обратный оператор А-1 и известна оценка сверху его нормы, то

можно оценить норму разности **— х, где я*
— точное решение

уравнения (1.7.1). Именно

х^х = А'1 А(х,-.х) = А'[ (Ах, - Ах) = А"1 (/ - Ах);
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отсюда и вытекает апостериорная оценка погрешности

^xm-x\\Bt<\A^\B^Br\\f-AxJHBt. (1.7.2)

Оценка (1.7.2) не учитывает погрешности вычисления элемента

Ах, поэтому, используя эту оценку, желательно позаботиться
о том, чтобы этот элемент был вычислен достаточно точно.

Сходную апостериорную оценку можно получить и для

некоторого класса нелинейных уравнений. Пусть в уравнении
(1.7.1) А —- нелинейный оператор, действующий из банахова

пространства В в сопряженное пространство В*, и пусть этот

оператор
— сильно монотонный. Это значит, что

V*, ys=B, (Ax-Ay,x-y)>\i(\\x-y\\)-\\x-y\\, (1.7.3)

где \i(t) — непрерывная строго монотонная функция .на R\>
причем jh(0) = 0 [70]. Пусть, как и выше, х%

— точное решение
уравнения (1.7.1), a x^D(A)—элемент пространства В,
рассматриваемый как приближенное решение того же уравнения.
По неравенству (1.7.3)

M\\x.-m\x.-n<(f-Ax9xm-x)^\\f-M\\-\\x.-x\l

Отсюда следует искомая оценка

\\х.-х\\^^(\\}-Ах\\). (1.7.4)

4°. Необходимо указать, что оценки (1.7.2), (1.7.4) могут
оказаться грубыми: может случиться, что х близко к #*, тогда

как Ах не близко к /. Так, если оператор А неограничен, то

может оказаться, что x^D(A) (так бывает в методе Ритца и„

в частности, в методе конечных элементов), тогда названные

оценки просто теряют смысл. Если же x^D(A), то в общем

случае норма ||/ — Ах\\ может оказаться сколь угодно большой

при сколь угодно малой норме ||#* — х\\. Отмеченная здесь

опасность не возникает, если уравнение (1.7.1) линейное, а

приближенное решение построено по методу наименьших

квадратов. Подробнее об этом сказано в [84].
5°. Формулы (1.7.2), (1.7.4) могут оказаться

недостоверными, если нельзя пренебречь погрешностью элемента / = Ля.

Пусть 6(f)—погрешность элемента f, и ||6(f)||^e. Обозначим
вычисленное значение f через f, так что f = f+6(f). Тогда
||f — flK|/-— /11+ е и достоверная апостериорная оценка
принимает вид

||;pe-Jc||<M"l|[ll/-fll + e]. (1.7.5)

если оператор Л —линейный, и

l*.-*IK|A(ll/-fll + e),
<

0.7.6)

если этот оператор нелинейный и сильно монотонный.
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6°. Изложим еще один способ построения апостериорных
оценок. Этот способ имеет более ограниченную область

применения, чем способ п. 3°, но он свободен от недостатка,

отмеченного в п. 4°. Пусть А— линейный положительно

определенный оператор, действующий из рефлективного банахова

пространства В в сопряженное пространство В*. Тогда задача

(1.7.1) равносильна задаче о минимуме функционала

F (х) = (Ах, х)-2 (/, х)9 х е В0, (1.7.7)

где Во-"-энергетическое пространство оператора А. По поводу
используемых в этом пункте понятий см. [8], а также [90].

Обозначая по-прежнему точное решение задачи (1.7.1) через

jc#, имеем F(x) = \x —- *J — | х^ |2; здесь | • j — норма в В0. Пусть
хеВ0— приближенное решение задачи (1.7.1); таким

приближенным решением может служить, например, любой член

последовательности, минимизирующей функционал (1.7.7). Тогда

F(x) = \x-xf-\xJ и

\*-x.\ = ^F(x) + \x.f- (1.7.8)

Однако это точное равенство не позволяет судить о

погрешности приближенного решения, так как норма \х0\ неизвестна.

Допустим, что нам удалось построить в некотором (может
быть, новом) пространстве Е функционал Ф(#), такой, что

infO%) = UJ2- (1.7.9)

Для любого ys£ будет Ф(у)^\х^\2' если при этом в

качестве у взять достаточно далекий член последовательности,

минимизирующей функционал Ф,то

\x-x.\<4F{x) + Q>(9), (1.7.10)

и правая часть неравенства (1.7.10) сколь угодно мало

превосходит левую.
Функционалы F и Ф мы называем встречными. В [84], в

случае, когда В — гильбертово пространство, приведены два

функционала, встречных для функционала (1.7.7). Один из них

связан с методом ортогональных проекций, впервые
предложенным Зарембой в 1909 г.; второй функционал связан с методом

Трефца (1926 г.) и с принципом Кастильяно в теории
упругости.

Метод встречных функционалов может быть использован в

известных условиях и для нелинейных задач. Одной такой

задаче посвящена глава 16 данной монографии.
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§ 8. АПОСТЕРИОРНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ
РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Г. Пусть в евклидовом пространстве Rm дано уравнение

Ax = U (1.8.1)

где А— неособенная квадратная матрица, А = [a*/]™/iail; / =

= (/ь/2, ..., fm)', и пусть каким-нибудь способом найден

вектор х = (х\уХ2у ..., хтУ, который мы рассматриваем как

приближенное решение уравнения (1.8.1). Оценим норму \\х — **|L
где х*

— точное решение уравнения (1.8.1). Прежде всего

вычислим вектор f = Ax. Имеем

Машинное вычисление по формуле (1.8.2) приводит к

некоторой погрешности. Оценим ее. Допустим сначала, что

промежуточные вычисления производятся с обычной точностью. Тогда
по формулам (1.1.6) находим

(я/Л)м = aihxh + Qik*{ | ajkxk |, | Qjk |< 1, (1.8.3)
и

К2Г-
В последней формуле заменим (я//Л)м по формуле (1.8.3) и

отбросим члены порядка О (е^). В результате получим

|(£Г=1(а/л0м- ЕГ=1а/л|<е1т2Г=11а/л1- 0-8-4>

Величина (2й=1(я/Л)м)м = (//)м есть машинное значение числа

fy. Отсюда | б^Ж^ш Hk=i\albXk I» a погрешность машиннога

значения нормы ||6(f)|| не превосходит величины

Далее,

M*-fll = llf-/ll<I(f)li-/| + l|6(f)IK

<1(/)м-/| + е|/п||Л||д.||*||. (1.8.5)

Обозначая через хшУ как и выше, точное решение уравнения
(1.8.1), получаем

р-*.1КЦ-ч-ил*-Л1<

^lU^l-^M-Zli + eimM-'l-IMIU-PII. (1.8.6)
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2°. Если вычисления производятся с повышенной точностью,

то с точностью до членов высшего порядка малости находим

по формуле (1.1.9) |6(f/)|<ei|f/| и ||6(f)||< ei||f||. Вектор f
на самом деле неизвестен; заменим его на (f)M, что приведет
к изменению правых частей последних неравенств на

величины порядка О(е^). Поэтому можно принять, что 116(f) м||=^
^ eilKfMI, а тогда

ii^-ziKlkf^-zll+eiiKoji
и окончательно

Wx-xJ^WA^lp^-fW + BAA-'Hibj. (1.8.7)

3°. Вторые члены справа в формулах (1.8.6), (1.8.7) малы;
■если малы и первые члены, то приближенное решение х

оказывается удовлетворительным. Нетрудно видеть, что это

приближенное решение неудовлетворительно, если норма || (f) — /||
не мала. Действительно, ||Ля — /||^||Л|| *\\х — xj|. Отсюда ||х —
— ^•Н^1И11"|,11/ — fll. Справа заменим / на (f)M; тогда получим

неравенство \\х — tfJ^II^IH-ll (f)M — fll, верное с точностью до

малых высших порядков, и разность х— х* оказывается не

малой.

Глава 2

ПОГРЕШНОСТЬ АППРОКСИМАЦИИ

Ниже на протяжении всей книги мы будем пользоваться

следующими обозначениями. Норму в W^iQ) будем
обозначать через ||-Ц(5),а или, если это не может вызвать

недоразумений, через ||-11(e). Обозначения || •||s или II * ||st & мы сохраним
для нормы в LS(Q).

Степенью одночлена t^h2... /mm в Rm назовем мультиин-

декс a=(ai, о&2, ..., am); степенью многочлена в Rm будем
называть верхнюю грань степеней составляющих его

одночленов. Вектор или мультииндекс, все составляющие которого

равны одному и тому же числу а, будем обозначать через а^

Таким образом, если P(t)— многочлен в Rm и по каждой из

координат его степень не превосходит некоторого числа п, то

степень P(t) в Rm не превосходит п. Будем записывать это

так: gr Рп ^ ги

Буквой С без индексов будем обозначать постоянные,

вообще говоря, различные, точные значения которых для нас

несущественны.
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§ 1. МЕТОД РИТЦА.

ОЦЕНКИ В ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ МЕТРИКЕ

Г. Напомним основы метода Ритца для линейных задач;

подробно этот метод изложен в [84]. Пусть симметричный
билинейный функционал А (х, у) и соответствующий ему
однородный квадратичный функционал А(х) = А(х,х) определены на

некотором линейном множестве М. Допустим, что функционал
А(х) положителен; это значит, что Д(л;)>0, если х отличен от

иулевого элемента множества М. Превратим М в

предгильбертово пространство, введя скалярное произведение [х, у) =
= А(х, у) и норму |*| = л/[ху х] = УЛ (х). Замкнув М в этой

норме, получим гильбертово пространство, которое обозначим

через Яд. Для упрощения последующих записей примем, что

пространство НА — вещественное. В приложениях чаще

встречается случай, когда М есть линейное плотное множество

некоторого гильбертова (реже банахова) пространства Я, и

А (лс, у) = (Аху у) у где А — положительный (и симметричный —

эта оговорка необходима, если Я— вещественное пространство)
оператор в Я. В этом случае мы назовем НА энергетическим
пространством оператора Л, а скалярное произведение и норму
в НА — соответственно энергетическим произведением и

энергетической нормой.
Пусть f(x)— линейный функционал, ограниченный в НА и

определенный на всем этом пространстве. Поставим задачу
о минимуме функционала

F(x) = A(x)-2(ftx). (2.1.1)

Эта задача теоретически решается элементарно. По известной

теореме Ф. Риса, в НА существует один и только один- элемент

я*, такой, что f(x) = [x, х*], \/х^НА. Теперь ^(*) = 1*1 —
— 2 [л:, л:J = | л: — л:J — |xj2, и очевидно, что функционал (2.1.1)
достигает минимума при х = х*.

2°. Задачу (2.1.1) можно приближенно решить, например,
по классическому методу Ритца. Выбираем в НА какое-нибудь
конечномерное подпространство Ял* и ищем минимум
функционала F(x)y или, что равносильно, нормы \x — xj> на этом

подпространстве. Элемент ^еЯ?, на котором последний

минимум достигается, существует и единствен. Очевидно, х{"] есть

ортогональная (в метрике НА) проекция элемента х*
— точного

решения задачи (2.1.1)—на подпространство Н{а]- Сравнивая
это с общей схемой § 3 главы 1, видим, что в данном случае
Х — НА, Хп = На)> Рп есть тождественный оператор,
соотношения г и гп определяются формулами

xrf: = | х f — 2/ (х) = min, x (= НА;

х{п>гпГ := I х{п)\ - 2f (x{n)) - min, x{n) & Н$
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и, наконец, р> есть сужение функционала / «а

подпространство Я(а}- Отсюда видно, что погрешность аппроксимации
приближенного решения по Ритцу для задачи (2.1.1), равная

Рл = 1*»*~*1 i= min I*. — x(n)\' совпадает с наилучшим

(в энергетической норме) приближением точного решения х*
элементами подпространства Н(а]*

В ближайших параграфах настоящей главы мы применим
высказанные здесь общие соображения к краевым задачам для

дифференциальных уравнений.
Разумеется, применять метод Ритца целесообразно только

тогда, когда есть уверенность, что \х{"] — #J-*0. Очевидно,,
что последнее соотношение будет выполнено, если

последовательность подпространств {#л}} полна в НАу иначе говоря, если

по любому е > О можно найти такое по, что при любом п ^ щ.

существует элемент х{п)е= #!?>. удовлетворяющий неравенству

I х,
— х(п) | < е.

В основополагающей работе Ритца [194] подпространства

Н{а}строятся так, что при возрастании п они расширяются.
Более определенно Ритц выбирает последовательность элементов

{tyn}aHAi полную в НА\ предполагается еще, что эти элементы,

взятые в любом конечном числе, линейно независимы. За Нпа\
Ритц принимал подпространство с базисом (фЬ фг, ..., ф*).
Позднее эта система была названа координатной. Отметим, что

Ритц не вводил энергетического пространства и требовал
сходимости приближенных решений к точному в С<*> при
подходящем выборе s. Это ограничивало применение его метода и

осложняло рассуждения. Энергетическая метрика была

введена Фридрихсом; она была применена автором этой книги

для исследования методов Ритца и Бубнова — Галеркина.
(Подробно см. [84].)

Р. Курант [161] показал, что необязательно брать
расширяющиеся подпространства Нд\ и предложил такое

видоизменение метода Ритца: пространства Н{а] суть произвольные

конечномерные подпространства энергетического пространства,,
подчиненные единственному требованию полноты их

последовательности в НА. Если выбрать в На
]
базис

(Фяи Фп2> ...» Ф«аг)» (2.1.2)

где N = N(n) есть размерность Нд\ то элементы фп*

необязательно принадлежат подпространству На \ п' > п; таким

образом, может случиться, что Н(а] и Н{а ]
имеют общим только

нулевой элемент.

В случае расширяющихся подпространств будем говорить
о классическом методе Ригца, в общем случае — об обобщен-
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ном методе Ритца. Классический метод Ритца имеет то

преимущество, что погрешность \хл — х*п)\ убывает с ростом п [84];
следует, однако, напомнить, что обобщенный метод Ритца
является идейной основой метода конечных элементов — одного

из самых распространенных в настоящее время методов

решения краевых задач.

В заключение напомним, что если в #!Г выбран базис

(2.1.2), то приближенное решение имеет вид

причем коэффициенты ct^ определяются из алгебраической
системы

£1,[Ф„„Ф„,КП, = /(<РП/). /-1. 2 *• С2-1-4)

Последовательность базисов

(Фш. Фиг. •••> 4>пм)> л=1, 2, .-•
t (2.1.5)

будем называть координатной системой обобщенного метода

Ритца, а элементы q>nk— координатными элементами этого

метода.

§ 2. ОБОБЩЕНИЯ ТЕОРЕМЫ ДЖЕКСОНА
НА ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

1°. Наиболее важное, как кажется автору, обобщение

теоремы Джексона на функции многих переменных получила
И. Ю. Харрик [143—145]. Ниже мы сформулируем ее

основной результат.

Пусть Q — конечная область в Rmy r и s<r— натуральные
числа. Далее, пусть ф (t) — функция класса C<v) в некоторой
области Qj zd Q, причем v достаточно велико, Qi гомеоморфна
шару, ф \д,л = 0, grad ф \di2 Ф 0 и ф {()Ф О, /eQ.

Теорема 2.2.1. Пусть *€=Clr)(Q) и Dax\dQ = 0, 0<|а|<
^ 5 — 1. Тогда при любом натуральном п существует полином

Pn(t), gr Рп ^ п, удовлетворяющий неравенству

II х - &s)Pn \\cm < Cg>('> (x, 1/n) n-«~-r\ О < f < г. (2.2.1)

Здесь со(г) — наибольший из модулей непрерывности
производных порядка г от функции x(t) в метрике C(Q), а величина С
не зависит ни от х> ни от п.

Доказательство теоремы 2.2.1 основано на построении

операторов, аналогичных операторам Джексона. Постоянную С
можно оценить.
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2°. Т. О. Шапошникова [150] обобщила теорему 2.2.1 на

пространства W^- Приводим это обобщение.

Теорема 2.2.2. Пусть область Q и функция <p(t)
удовлетворяют условиям п. Г. Пустьу далееу x^W^iQ) и Dax\dQ = 0y
0^|a|^s—1. При любом натуральном п существует
полином Pn(t)y grPn^n, удовлетворяющий неравенству

H*-<PSll(f,.а<Ссо£(*, l/n)n-{r~~r\ 0<f<r, (2.2.2)

где С не зависит от х и я, а а>{[1 есть наибольший из Ь2-моду-
лей непрерывности производных Daxy |a| = r.

Доказательство теоремы 2.2.2 построено на том, что

основные свойства операторов, введенных Харрик, сохраняются при

замене C<**(Q) на W2k)(Q). Постоянную С в неравенстве (2.2.2)
также можно оценить.

3°. Следствие 2.2.2. Пусть граница dQ представляет собой

(га—I)-мерную липшицеву поверхность, и jcg^M' Тогда

существует полином Qn(t), grPn^n, удовлетворяющий
неравенству

Wx-Qn \\{п а < С, max j| Dax ||2 ^п~{г~г\ 0 < г < г. (2.2.3)

Если поверхность dQ достаточно гладкая, так что

существует функция ф(0 со свойствами, описанными в' п. Г, то

для доказательства следствия 2.2.1 достаточно положить в

теореме 2.2.2 5 = 0, заметив при этом, что ю£>(х, б)<2 max|U(a)||2 Q

В общем случае продолжим функцию x(t) с сохранением
класса на все пространство Rm так, чтобы она обращалась в нуль
вне некоторого шара Q0={t: \t\^ R}—такое продолжение
возможно (см. [160], а также [180]). Пусть
x*(t)—продолженная функция; тем же символом x*{t) обозначим ее

сужение на Qo- Граница dQo — сфера — есть бесконечно гладкая

поверхность, и, по сказанному выше, для функции x*(t)
неравенство (2.2.3) справедливо: существует такой полином Qn(t).
gr Рп ^ Пу что

II х - Qn \\{n ч < С, max || DV ||2 Q/T^. (2.2.4)
1 a I =r

Функция x*(t) продолжает функцию x(t) с сохранением
класса, поэтому существует такая постоянная продолжения
к, что если ||а|| ^ г, то

\\Dax%Q^K\\DaxlQ;
кроме того, очевидно

II х
— Qn ll(f)> Q < II х* — Qn \\ir)t Qo.

Последние два соотношения позволяют заменить неравенство

(2.2.4) на (2.2.3) с постоянной иСь
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4°. Вернемся к теореме 2.2.2. Пусть ш = 1 и область Q есть

промежуток (0,1)- В этом случае можно положить q>(t) —
= t(\ —1)> и неравенство (2.2.2) дает следующее: если

x^W{2r)(0y 1) П tt^2S) (0, 1), то при любом натуральном п

существует такой полином Pn(t)> gr Рп ^ п, что

0<Г<Г, Pn.s{t) = t8(l-t)8Pn(t).

Точно также из следствия 2.2.1 вытекает, что еслилге W{2r) (0, 1),
то при любом натуральном п существует такой полином Qn(t),
gr Pn ^ п, что справедливо неравенство

II * - Qn 11(f), (о. п < СII D'* «2. (о, „ Л""™, 0 < г < г. (2.2.6)

§ 3. ОБЫКНОВЕННЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

1°. Рассмотрим краевую задачу для уравнения второго

порядка

л* = -1г(р®тг) + ч®*-М> *<*<и
(23Л)

х(0) = х(1) —0.

Примем следующие допущения:

/еМО, 1), peC"i[0, 1], Ро<Р(1)<Ри 0<й><Л<оо;

?ei.(0, 1), </(0>0.

При этих допущениях оператор Л — положительно

определенный в L2(0,1), и слабое решение задачи (2.3.1) есть решение

вариационной задачи

\xf — 2[lf(t)x(t)dt^min, x(0) = jc(1) = 0, (2.3.2)
JO

где

\х\2=\1[р«)(-£)2 + с,а)хЩ)]сН. , (2.3.3)

Пространство НА состоит из функций x{t)9 для которых

интеграл (2.3.3) конечен и которые обращаются в нуль при # = 0
и х=\. Полезна следующая оценка энергетической нормы:
если q(t)^ qu то

\х |2 < (pt + <7,/я2) || х' ||2 := с01| х' ||2; (2.3.4)

здесь ||-|| означает норму в L2(0> 1). Доказательство следует
из того, что наименьшее собственное число оператора —d2/dt2
при краевых условиях л;(0)= л;(1)=*=0 равно я2.

2 Зак. 789
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2е. За Н{£> примем я-мерное подпространство с базисом

{sin knt}, 1 <; k ^ л. Если х(п) — произвольный элемент из

Hf. то

Р2 = | ^ _ 4rt) |2 < I jc. ~ *(rt) |2 < с\|| *' - *<*>' ||2. (2.3.5)

Допустим, что xm^W{<p(09 1), г^З. Для этого достаточно,

чтобы ps^-^fO, 1), а ?, ferp(0, 1). Функция xm{t)
допускает разложение в ряд Фурье

МО —Е"^в* sin*/.

За *(ш примем отрезок этого ряда:

х(я) = £кжа1 ак sin йя/.

Оценим коэффициенты

ak = 2\ xm(t) sin knt dt.

Интегрируя по частям и учитывая краевые условия (2.3.1),
получаем

ak
= —

да \\х*" W cos knt dt + -щг Хш (0 cos knt (J.
Отсюда

Дальнейшее интегрирование по частям (возможное, если г > 3)
не улучшает последней оценки. Теперь

»<-^p-ii:.„,^4<c[|x:"rt,+K'iijx

xz:...1*<cp<'Vi<EjS;-g-

и формула (2.3.5) приводит к оценке погрешности
аппроксимации:

р-<с[К/\+КУЛ"от- (2-3-6>

3°. По-прежнему пусть х е ft^r)(0> 1). При г > 3 можно

получить лучшую оценку аппроксимации, если за Н{а принять

подпространство полиномов вида

Qn(t) = l(\-t)Z]^aiti.
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В силу неравенства (2.2.5) существует такой полином Qn(t).
что

| х, - Qn \{_r) < C<> (.v., 1/я) л-"-'), 0 < г < г,

поэтому, если дс(Л) —приближенное решение из

пространства Н{£\ то

Р.
= | х. - *™ | < C©g (x.f 1//I) л-'". (2.3.7)

§ 4. УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА.

ОЦЕНКИ В ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ НОРМЕ

Г. Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения
эллиптического типа (или эллиптической системы уравнений)
вида

Z;ablPh0(-1)aJDaUap^) = fW, /eQ; (2.4.1)

Dvx\dQ = 0y 0<lvl<s-1. (2.4.2)

Пусть dQ удовлетворяет условиям п. 1° § 2: поверхность dQ
можно задать уравнением ф(0 = 0, причем ф е CM(Q{),Qi zd Q
и Qi гомеоморфна шару; ф (t)=£0, t*£dQ и grad <р|аз Ф0.
Допустим, что оператор задачи (2.4.1), (2.4.2)—симметричный и

положительно определенный в L2(Q); его энергетическая норма
определяется формулой

\х\2=[ У' An„DaxD*xdt. (2.4.3)

Будем считать, что коэффициенты Аа$ суть функции от ty
ограниченные и измеримые в Q. Тогда, очевидно,

и1<С0||х||(Ла. (2.4.4)

Задачу (2.4.1), (2.4.2) будем решать по методу Ритца,

приняв за Ял} подпространство функций <p8(t)Pn(t)t grPn^n.
В общем случае х* — решение нашей задачи — принадлежит

пространству W^iQ). Допустим, что оно на самом деле более

гладкое: пусть ^E^fQ), где г — достаточно большое число.

Тогда существует такое произведение ys (t) Pn (t) e На\ что

Если х{п) — приближенное решение задачи (2.4.1), (2.4.2) по

Ритцу, то, как это вытекает из сказанного в § 1, \х0 — х[п)\^.
< \хт — <VsPn I < С0IU, — У*Р" ^ и' следовательно,

Ря
= 1х*

~ ХТ1 < С(0Й (**> lln) n-{r~s)- (2.4.5)
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2°. Пусть теперь дифференциальное уравнение (2.4.1)
решается при естественных краевых условиях. По-прежнему
будем считать, что оператор рассматриваемой задачи —

симметричный и положительно определенный в L2(Q), энергетическая
норма удовлетворяет неравенству (2.4.4) и решение, которое
мы по-прежнему обозначим через **, принадлежит к классу

W{p(Q). За Н{д] примем подпространство полиномов степени не

выше я в Rm. Используя следствие 2.2.1 и повторяя

рассуждения п. Г настоящего параграфа, мы придем к оценке

|^-^|<C|UJ|(r)/z-^). (2.4.6)

Ту же оценку (2.4.6) можно получить, если краевые
условия имеют вид (2.4.2) при 0^|у|^^— 1, £<s, а остальные

условия естественные. В этом случае за H{jp следует принять

подпространство функций <pk{t)Pn{t), где Pn{t)—полином
степени не выше я в Rm.

3°. Условия, при которых точное решение лг# е UP<r) (Q),
см. в [1, 154].

§ 5. ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТЕЙ ПРОИЗВОДНЫХ

Г. Будем рассматривать задачу (2.4.1), (2.4.2). В § 4 мы

вывели оценку погрешности аппроксимации для
приближенного решения этой задачи в энергетической норме. По
существу, это оценка для производных, порядок которых равен
половине порядка уравнения (2.4.1). Представляет значительный

интерес получение аналогичных оценок для производных
других порядков. Этому посвящен ряд работ, в которых

рассматриваются координатные функции, описанные в п. 2° § 4.

Отметим некоторые из этих работ.
2°. В. П. Ильин [57, 58] рассмотрел основные краевые

задачи для невырождающегося эллиптического уравнения
второго порядка; для этих задач получены оценки нормы

|| х^ — х{п) || ~ при условии, что известен порядок убывания

некоторых величин АПу определенным образом зависящих от

приближенного решения х{п). В аналогичных предположениях

получены оценки погрешности аппроксимации в C(Q) и C(1)(Q)
в случае первой краевой задачи для бигармонического
уравнения. В [58] улучшены оценки для эллиптического уравнения
второго порядка. Для того же уравнения И. Ю. Харрик [143]
получила оценку величин Ап\ аналогичные оценки для

бигармонического уравнения даны в [144]. В [60] рассмотрены
самосопряженные задачи для эллиптического уравнения любого

четного порядка 2s и получены оценки погрешности аппрокси-
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мации в W{s](Q)t I < р < оо, 5 —не очень большое

неотрицательное целое число.

3°. В статье Л. В. Канторовича [63] (см. также [64])
предложена схема исследования погрешности проекционных

методов в банаховых пространствах. В статье автора [93]
предложено видоизменение этой схемы, которое позволило оценить

погрешность аппроксимации метода Ритца в W{2§\ где s> 2s —

не очень большое натуральное число. Следует сказать, что

оценки этой статьи хуже оценок статьи [60], соответствующих
значению /7

= 2. Другое видоизменение схемы Канторовича
было использовано Т. О. Шапошниковой [149], которая таким

способом получила оценки погрешности для производных

порядка s > 25. Ее оценки хуже оценок статьи [60] при р = 2

для 5 < s. В [151] получены оценки в некоторых банаховых

пространствах; в частности, в этой статье показано, что при
s ^ s оценки работы [60] могут быть улучшены и при р ф 2.

В статье автора [104] методы работ [93, 149] перенесены
на несамосопряженные задачи, допускающие решение по

методу Бубнова — Галеркина. Благодаря использованию

уточненных марковских неравенств удалось улучшить результаты
работ [93] и [149]. Новые оценки совпадают с оценками Ильина

(при р = 2) для s > s и с оценками Шапошниковой для 5 < 5.

Ниже в данном параграфе в основном излагается

содержание статьи [104] применительно к методу Ритца. В пп. 4—7°

даны некоторые марковские неравенства, на которые опирается
дальнейшее изложение. В пп. 8—11° выводятся оценки для

производных порядка 5 ^ 2s; аналогичные оценки для

производных порядка s < 25 выводятся в пп. 12—15°.
4°. Пусть А — линейный неограниченный оператор,

действующий из множества, плотного в некотором банаховом

пространстве Ху в банахово пространство У. Пусть, далее, {Хп},
п = 1, 2, ..., —последовательность конечномерных

подпространств пространства X, полная в этом пространстве, причем
элементы любого из подпространств Хп принадлежат области

определения оператора А. Сужение Ап оператора А на

подпространство Хп, очевидно, ограничено; пусть оп —

какая-нибудь верхняя граница нормы ||ЛП||, так что

Ух*=ХПУ \\Аях\\уК<*п\\х\\х- (*)

Неравенства вида (*) и суть марковские неравенства; первое
такое неравенство было получено А. А. Марковым в 1889 г.

В современной записи можно представить упомянутое
неравенство Маркова в таком виде: если Х= Y = С [а, 6], — оо <; а <
<С Ъ + оо, и Хп — пространство полиномов степени не выше я,

а А — оператор дифференцирования, то \\Ап\\=2п2/(Ь — а).
Марковские неравенства играют большую роль во многих

вопросах анализа, и им посвящено большое количество работ.
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5°. Пусть Pn(t)—полином степени не выше п от

вещественной переменной t на промежутке а ^ t ^ 6. Обозначим через

qk(t)y Л=0, 1, 2, ..., полиномы степени &, ортонормирован-
ные в Ь2(а/Ь): они лишь множителем [2(6 — а)]1/2 отличаются

от нормированных полиномов Лежандра, преобразованных к

промежутку (а, 6). Справедливо тождество

Рп (0 = Z^o akqk (/), ал = const.

Отсюда

к (о < z;_ а\ Со «х w- i pn lL b) SL0 я\ (о.

Далее, <7*(0 = [2(&— я)]1/2Р*(т), где р*(т)—полиномы
Лежандра, ортонормированные на промежутке (—1,1), и т =

= {b — a)-l{2t — a — b). Так как max,Tj=1 pk(т) = V(26 + 0/2,

то

и, следовательно,

«/,-Hci*»l<^==^.lL,fc». (2-5.1)

Это марковское неравенство хорошо известно.

6°. Хорошо известно также обобщение классического

марковского неравенства на случай пространства Lp{a,b) [174].
Оно имеет вид

\Р'Л <Сл2||Р II , (2.5.2)II п \\Lp (а, Ь)^ II п Hl (a, b)'
v '

где С зависит только от р и от Ъ — а. Выведем аналогичное

неравенство для полиномов от многих переменных; для
простоты ограничимся случаем р = 2.

Неравенство (2.5.2) легко обобщается на полиномы степени

не выше п в Rm, если отрезок (а, Ь) заменяется

параллелепипедом. Действительно, можно считать, что ребра
параллелепипеда параллельны координатным осям. Пусть a=(ai,a2, ...

..., ат)—мультииндекс, у которого ад> = б/* и индекс /
фиксирован, и пусть /-е ребро параллелепипеда определено
неравенствами а\ ^ tj ^ 6/. По неравенству (2.5.2)

\ !\DaPn(t)\2dtf^CnA\ *1Рпу)?Ш,.
JCL: J

ai

Интегрируя по остальным координатам, получим
(П—параллелепипед)

|a|=l, lDaPn(t)fL2W<CnillPniw (2.5.3)
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Отсюда сразу вытекает для произвольного мультииндекса со»

ответствующее марковское неравенство:

Va, lDaP„IL<m<<>2|a,||PJ|L!(tI, (2.5.4>

Рассмотрим теперь конечную область Qe/?m страницей,
удовлетворяющей условиям п. Г § 2. Представим Q в виде

Q=Q/UQ6, Q' П йб = 0. Здесь Q6 — пограничная полоса

шириной б и б — достаточно малое фиксированное число. Каждую
точку замкнутой области Q' сделаем центром куба, ребра
которого параллельны осям координат и который целиком вместе

со своей границей лежит в Q. По лемме Бореля выделим

конечное число таких кубов, образующих покрытие для Q'; пусть
это будут кубы Qi, Q2, ..., Qk- В силу неравенства (2 5.4)

Va, ||DaPj|2,Q/<Cn-,a,||PJ|2,Q/.
Просуммируем это по /. Слева заменим полученную сумму
меньшей величиной ||DaP,J2jQ/> а справа

— большей величиной

k\\Pn\\2,u- В результате получим

Va, I tfPn I Q, < Cn2'a' || Pn \\2t д,. (2.5.5)

Теперь рассмотрим пограничную полосу Q6. Ширину б

выберем следующим образом. Пусть to ^ dQ. Построим сферу с

центром в to, обладающую тем свойством, что любая прямая,
параллельная нормали к dQ в точке /о, пересекает часть Го
поверхности dQ, заключенную внутри упомянутой сферы, не

более одного раза. Известно [92], что радиус d этой сферы
можно выбрать независящим от t0. Участок Г0 границы dQ можно

задать уравнением вида lm = g(l'), где g'=(gbg2, ..., S«-i),
ось |т направлена по нормали к dQ в точке /о и начало новой
системы координат совпадает с to. Так как функция <p(t) (см.
п. Г § 2) достаточно гладкая, а grad ф|ао =т^0, то функция
g(|') также достаточно гладкая, и можно найти такое б > О,
чтобы лежащая в Q6 замкнутая область

£,0,б={/: -б<^<б, 1</<ет-1; g(g')-6 <£„<£(£,)}

находилась внутри сферы радиусом d с центром в t0.
Введем координаты щ = £,, 1^/</и—1, цт = g(l') — %m.

В этих координатах область Еиь переходит в параллелепипед

F6 = {r\: -6<г],<б, 1</<т-1; 0<Лт<6}.

Очевидно, что якобиан преобразования от координат g* в

координаты Т1 по абсолютной величине равен единице, а

производные первого порядка по /, оцениваются через производные того

же порядка по rj/, и наоборот.
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Каждой точке to e dQ можно привести в соответствие

область £*0, в, и эти области образуют покрытие для й6. По лемме

Бореля можно выделить конечное число областей Et0,6> также

образующих покрытие для йб. Для каждого из

параллелепипедов F6 справедливо неравенство (2.5.4), из которого, в свою

очередь, следует новое неравенство

Va, \\DaPnlQ6^C\\Pn\\2tQn2l*y
Сложив последнее яеравенство с (2.5.5), получим искомое

марковское неравенство

Va, |ДпРД>а<С«8|в|||РпЦ8>о- <2-5-6>

Нетрудно получить аналогичное неравенство и для рф2.
7°. Докажем, что справедливо неравенство

ll(Ts-1^H2,Q<Cn2|^sPJ|2Q; (2.5.7)

свойства функции qp(f) описаны в п. Г § 4 данной главы.

Начнем со случая одного измерения. В этом случае можно свести

дело к сравнению двух интегралов:

где б—фиксированное число. Интегрируя по частям, получаем

\lР\ (t) dt - 6Р* (6) - 2 J* tPn (/) P'n (t) dt.

Оценим правую часть. Прежде всего по формуле (2.5.1)

ЬР\ (б) < б"11| tPn ||* (0, б) < Сп21| tPn \\l (0> ,,.

Далее,

\2\1Рп(*Ж«)*\<*-1\11Ч"п«)<1* +
+ e\lp'n4t)dt^±\6/Pl(t)dt + Csn*\lPl(t)dt.

Положив е = (2С/г4)~, найдем искомую оценку

11^112.(о,в)<САг2И^112,(0.б)- (2.5.8)

Обратимся к общему случаю. Внутри Q оценка тривиальна:
если Q'— внутренняя подобласть и |<p|(f)|^P. Wsfl', то

hk-lPni*<rlhkPnlQ<- (2.5.9)

Поэтому достаточно рассмотреть область вида £*0,б и сравнить
интегралы

\ ^k-v(t)Pi(t)dt, [ <?*(t)p*n{i)dt.
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От переменных ti перейдем к переменным т|/ (п. 6°). Область
Et0t6 перейдет в параллелепипед F6\ при этом интеграл вида

\р <Psit)P2n{t)dt (2.5.10)

оценится сверху и снизу через интеграл

$Fe«('M* (2.5.11)

с постоянными, не зависящими от п. Выражение Л^Г'ЛДО есТЬ

полином степени не выше п + k—1 от х\т, и по неравенству
(2.5.8)

S* ^~2П (0 ^цт <Сп*\6о ,£/» (/) аЦп.

Интегрируя последнее неравенство по т]/, 1 ^/^ т—1, в

пределах от —б до б и используя эквивалентность интегралов

(2.5.10) и (2.5.11), получаем

С фй-2 (/) Р2 (0 Л < Cn4 f ф2* (/) р2 {f) dt
J^/о.б JS*o,6

Отсюда и из неравенства (2.5.9) вытекает оценка (2.5.7).
8°. Выше было упомянуто, что Канторович предложил

некоторую схему построения и исследования проекционных
методов. Мы изложим здесь эту схему в условиях не самых

общих, но достаточных для того, чтобы ее можно было

применить к методу Ритца.

Рассмотрим уравнение

Ax = ft (2.5.12)

где А — замкнутый линейный оператор, взаимно-однозначно

отображающий банахово пространство X на банахово

пространство У; тогда оба оператора А и /Н ограничены.
Построим полную в X последовательность конечномерных

подпространств {Хп}\ напомним, что это означает следующее:

V* <= X, 8п (х) = inf^, e xJ\x
- *<»> !| т^Г 0. (2.5.13)

Положим Yn = АХп\ для каждого п выберем оператор Qny
проектирующий У ;на Уп. Приближенное решение уравнения
(2.5.12) построим как элемент х^ е Хп% удовлетворяющий
уравнению

QnAxW = QJ. (2.5.14)

Если х% и х{п) — точные решения задач (2.5.12) и (2.5.14)
соответственно, то, как доказано в цитированных выше работах
Канторовича,

1к-Л<0 +\A-lQnA\x)*n{xJ. (2.5.15)
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От&ода следует оценка

l*.-*.wl<e|QA*.(*.). (2-5Л6)

9°. В работе [93] рассмотрено некоторое видоизменение
схемы Канторовича. Пусть X a У с: Z; здесь У и Z—

гильбертовы пространства, X—банахово пространство; знак с:

означает плотное вложение. В уравнении (2.5.12) будем
рассматривать А как оператор в Z и будем считать его положительно

определенным, так что

V* €= D (Л), (Ах, x)z >y2\\x ||*, y2 = const > 0.

В то же время в соответствии со сказанным в п. 8° будем
считать, что А взаимно-однозначно отображает X на У.

Выберем полную в X последовательность конечномерных
подпространств {Хп}> и пусть (ф«|,ф^2, ..., Упм)—базис в Хп-
Положим Yn = AXn и определим оператор Q„, проектирующий
У на Уя, соотношением

V/еУ, (f-QJ, cp„/)z
= 0, /=1, 2, ..., N. (2.5.17)

Докажем, что это соотношение действительно определяет
проектор из У на Ул. По определению Qn: Y-*Yny поэтому, если

f e У, то Qnf ^ Yn и, следовательно,

Далее, по тому же определению

!»-, 4П) (^ф«*. ф./')г - (/» ф./)2. ! < > < *• (2-5-18>

Оператор А — положительно определенный в Z, поэтому
матрица системы (2.5.18) положительно определенная; эта

система разрешима единственным образом, и оператор Qn
определен для всех натуральных /г. Остается доказать, что

Ql = Qn. Если /еУ, то QJ e У„ и О^У., или (^f =

= Е.-.Ч^Фп*- Далее'№-

Ц> %i)z=°> поэтому (<М> %,)г =
= (QJ> %i)z = {f' %i)z> или £Г=Л"Члфп*> фя/)2 = (^> ф*/)2-
Система (2.5.18) имеет единственное решение, поэтому 6(ftn' = a^n>

Заменив f на Ля(п) под знаком проектора Qn в (2.5.17),
получим систему уравнений Бубнова — Галеркина для уравнения

(2.5.12); так как А — оператор, положительно определенный в

Z, то (2.5.17), или равносильная система (2.5.18), есть также

система Ритца для того же уравнения. Из приведенного выше

представления Qnf следует

R/1; -li*-lfl,*,^-C<Ari».,ia-l2. (2-5Л9>
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где Л^) — наибольшее собственное число матрицы скалярных

произведений (Лфп*, Лфп/)у, /, k = 1, 2, ..., N. Заметим, что

af* суть коэффициенты Ритца приближенного решения х{п)

Обозначая, как обычно, через [ , ] и | | скалярное
произведение и норму в энергетическом пространстве Za оператора Л,
получаем из последнего тождества

- I"».,*w (л%г %k)z > Ч" ZLI <> I2;

здесь Х^ — наименьшее собственное число матрицы скалярных

произведений {A(pnh q>nk)z> h k = \, 2, ..., N. Теперь [106]

у» ,a(,),2<l^<KJl<i^Lk-X\ak I ^ яш
^

40 %24»'
Из вложения Y cz Z вытекает существование такой

постоянной С, что HfHz ^ С||/||у, и из (2.5.19) следует оценка нормы

оператора Qn

RIL, <c^WIW- (2.6.2j)

Если базис подпространства Хп ортонормирован в ZAt то

последняя оценка упрощается:

l|S4->rn<CV^- (2-5.21)

Из (2.5.16), (2.6.21) получается оценка погрешности
аппроксимации в Х-норме

| х. - xf I < С д/Л^ $п (*.). (2.5.22)

10°. Вернемся к задаче (2.4.1), (2.4.2). Допустим, что

система (2.4.1) равномерно эллиптична в Q, а оператор

рассматриваемой задачи положительно определен в L2(Q). Решение
х* (/) будет сколь угодно гладким, если достаточно гладкими

будут функции ф(0./(0» Лар(/). Будем считать, что л:, е Wi2r)(Q)y
где г — достаточно большое число. Рассмотрим сначала более

простой случай, когда q>(t) есть полином. Задачу (2.4.1), (2.4.2)
будем решать методом Ритца, взяв в-качестве координатных

функций полиномы Ф5(0^пЧ0> grPj/^n. Тогда приближенное
решение примет вид x^)(t) = q>s(t)Pn(t)y где Рп — также

полином степени не выше п в Rm.
о

Введем в рассмотрение пространства X = W{2S)(Q), Y = W(^(Q),
2 — Ь2(0); f^0> s = 2s + l^r. Нолик сверху здесь означает,
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что речь идет о подпространстве пространства W{2s)(Q)t
определенном условиями (2.4.2).

Координатные функции будем считать ортонормированными
в W2S)(Q), тогда, как нетрудно убедиться (подробнее см. [90] )>
числа А<р положительно ограничены снизу и верна оценка

(2.5.22).
Пусть N — число функций фп/ при фиксированном п. Поло,

жим т = (т,,т2 ту) и \\x\\2 = x} + rl+ ... +%2п. Тогда

AW = max J Аря ( •

f т)|Р, где фп (*, т) = £* т/Ф/1/ (f). Для
||т|| »1 г 1

= 1
О

любой функции u^W2s)(Q) справедливо неравенство ||Лы||к^
< С \\и\\х; в частности, || Афп(-, т)||у < С ||фп (•, т)Ц* =
= С|1^л('» t)II(s)<q. Но фпУ> т) есть полином степени не выше

п + const в Rmi и по неравенству (2.5.3)

Теперь
Ajf><Crt4<*-«. (2.5.23)

Остается оценить наилучшее приближение

*«(*.) = inf ||*.-*(я>||х = inf \\Хт-х<п)\\ .

Функция я(/г) есть полином степени не выше п + const в Rm9.
a x,^W2r)(Q); по теореме 2.2.2 существует такой полином

?>Gfn, ЧТО

|| хл - *(»> ||(,к 0 <Сп-^ЫЦ (х., 1/п).

Это значит, что &п (хJ < Cn-{r-s)(u{[] (x., l/n). Теперь из фор*
мул (2.5.11) и (2.5.23) следует

Рп
=К -

ХТL я
= Cn~r+3§~2s< (*.. W) (2.5.24)

это и есть оценка погрешности аппроксимации для
производных порядка s > 2s.

11°. Вернемся к общему случаю и примем, что функция ф(/)
достаточно гладкая, но необязательно полином. Заново произ

ведем оценку величины Л^= max || Аф (•, t)|L. Для любой
II т 11 = 1

функции MGf[s)(Q) верно неравенство \\Au\Ud ^ С\\и\\(8)\ в

частности, ||i4^„||(/) < C||^nll(s). Норму в W{^(Q) зададим

формулой

\\u\\rs)=LoJD°^u\\2,
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суммирование производится по всем мультииндексам а и £,
таким, что |а|^5+/ и |£|^s. Докажем неравенство

\Оа+1фЛ<Сп2^\\фп\\{в). (2.5.25)

Имеем ^п(^,т) = q>s(t)Pn(tt т), где Pn(ty%) — полином

относительно t, gr Pn^ji. Построим полином qn(t)y grqn^n, такой,
что

Vv, |vK|a + £|, \Dv[q,'(t)-4n(t)]\ = 0{n-v+v);

это возможно в силу теоремы 2.2.2. Будем считать, что v

достаточно велико. Далее,

D°+Ч (•, т) I < | D°+t (?„/>„ (•, т)) ||2 +1 D0+? ((<ps - </„) Рп (•, т)) ||2.
(2.5.26)

Выражение d"(qn{t)Pn{t, т)) есть полином степени не выше

2/г — £^2« в /?т, и по неравенству (2.5.4)

\D0+'(qnPa{-, x))i^Cn2^\Dl{qaPn{-> x))L (2.5.27)
Но

I Dl (qnPn (•, т)) IL < | Dc (<psP„ (•, т)) 12 + II Dl [(<ps -qn)Pn(-, x)] I.
(2.5.28)

Оценим второе слагаемое:

[^[(4>'-qa)PJ; T)[L = |y ЕГ(чГ-дя)&-аРя(; т)| <

<-£r£ l^'e^(-. T)L<c«-0+3ltlnp„(-, т)ь<

<САг_0+з,с,+25Цф5рЛ.) т)||2<С||Ф^Л% т)||;

здесь использованы неравенства (2.5.6) и (2.5.11), а также тот

факт, что v достаточно велико. Соболевские теоремы вложения
дают неравенство

11ф5РЛ-,т)||2<С||ф^С,т)||ы,
а следовательно, и неравенство.

IID1 [(Ф5 - qn) Рп (•, т)] ||2 < С || q>sPn (., т) ||(s). (2.5.29)

Точно так же находим

\Dl+0\(<vs-qn)Pn(-, т)]|2<С|ф5Р„С, x)U (2.5.30)

Из неравенств (2.5.26)— (2.5.30), очевидно, следует
соотношение (2.5.25), из которого, в свою очередь, следует, что

II Фп 4< СП*-* || fn \\{s) < СП**-**.
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В силу теоремы 2.2.1 #„(*;) <Сл-г+*ю£(х,, 1/л). Последние

два неравенства вместе с формулой (2.5.21) приводят к оценке

(2.5.24).
Если уравнение (2.4.1) решается при естественных краевых

условиях, то можно получить оценку, близкую к (2.5.24). За
координатные функции можно взять полиномы, при этом все

предшествующие рассуждения в существенном сохраняются,
но для наилучшего приближения получается оценка (2.2.3), и

окончательно

К
= I х. ~ *?%> < Сл-'+«-*'. (2.5.31)

12°. Как было отмечено в п. 3° данного параграфа, оценка

погрешности аппроксимации младших производных получила,
в частности, Шапошникова, используя еще одно видоизменение

схемы Канторовича. По-прежнему к пространствам X и У
добавляется еще одно пространство Z и по-прежнему
пространства У и Z гильбертовы, но названные пространства в данном

случае связаны соотношениями X с: Z с: У. Допустим, что

существует такое сужение А оператора задачи (2.5.12), что

D(A)czZy R(A)o:Z и А— положительно определенный
оператор в Z. Энергетическое пространство оператора А обозначим

через 2. Возможны два случая расположения пространств:

XczZczZczY; (2.5.32)

Z cz X cz Z с У. (2.5.33)

Введем в рассмотрение пространство У*, сопряженное с У
относительно скалярного умножения в Z; примем, что Y**=Yy
где У** — пространство, сопряженное с У* относительно того

же скалярного умножения в Z.

Выберем последовательность конечномерных подпространств

{Хп}у полную в XП Y*, и пусть, как и выше, (фЯ1,фя2, ••• qw)—
базис в Хп. Будем считать, что элементы этого базиса ортонор-

мированы в 1. Обозначим через А сужение оператора А на

X(}Y* и допустим, что А—положительно определенный
оператор из У* в У [8,90]. Допустим еще,^ что соответствующее
энергетическое пространство совпадает с Z.

Положим Yn = AXn. Проекторы Qn определим
соотношениями

V/<=y, Qnf^Yn, (f-QJ>Vn,) = 0> /=1, 2, ..., N, (2.5.34)

левая часть уравнения (2.5.34) рассматривается как значение

функционала (/—Qr.f)^ У на элементе <p„/ e У*. Как и выше,

доказывается, что Qn есть проектор из У на Yn-

Предполагая, что выполнено соотношение (2.5.32), оценим

норму HQnlly. Приближенное решение имеет вид
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при этом Ax^— QJ и, следовательно,

iQj(Y = Zlk^(A%k, ^«'^^ELm (2-5-35)

здесь, как и выше, А{"] есть наибольшее собственное число

матрицы чисел (Aynk, Ауп1) Yy /, А =1,2, ..., N. Элементы ynk

ортонормированы в Z, поэтому £ | а{£] \2 = |x[n)f :=||.*<я)|~
Нетрудно убедиться, что х* есть решение задачи Ах = /, а

х(п) _ приближенное решение той же задачи по Ритцу. В [84]
показано, что | *(^ | <М **Г> отсюда

Теперь из (2.5.35) следует, что |Qn\\у < Сд/Л^" и

Iх*-X[%<C^W&*(*.)• (2-5-36)

13°. Рассмотрим случай, когда выполняется соотношение

(2.5.33). Неравенство (2.5.16) остается справедливым. Для
произвольных элементов АеУ и g e У* имеет место «неравенство

1(Л, g) 1^11 Л Иг • ||g||r*. Используя уравнения (2.5.34) и

ограниченность оператора Я-1, обратного положительно

определенному оператору А, можно утверждать, что

2;.1|^я)г=1<л,г<1^12=^ *.)=</> *.х

<\\f\\Y-\\xJY. = \\f\\Y-iA-lflY.<C\\f\\l.

Теперь из (2.5.35) вытекает, что \QJ\Y<Ca/A^MWy, и,

следовательно,

| х, - *<"> \х < С д/Л^ gn (*.). (2.5.37)

14°. Вернемся к задаче (2.4.1), (2.4.2); сохраним все

сделанные в предшествующих пунктах настоящего параграфа
допущения о данных и решении этой задачи. Возьмем целое чис-
ло /, 0 < / ^ 25, и обозначим 5 = 25 — /. Введем пространства

X = Wf{&)> Y = W{fl)(&), Z==L2(Q). Тогда ZczZczY; здесь

нолик сверху означает, что функции из X удовлетворяют усло-

виям (2.4.2) при |а|^5—1. В данном случае Z « W2 (Q),
поэтому расположения пространств (2.5.32) и (2.5.33)
соответствуют значениям 0 < / < 5 и s < / < 2s. Чтобы доказать, что

наша задача соответствует схеме п. 12° настоящего параграфа,
достаточно установить справедливость следующих
утверждений: а) операторы А и А~х ограничены; б) оператор А
положительно определенный; в) энергетическое пространство
оператора А совпадает с 1. Ограниченность оператора А очевидна.
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Нетрудно также убедиться, что А—симметричный и

положительный оператор из Х = У* в У и что его энергетическое
пространство совпадает с 2. Если будет доказано, что оператор
А~х ограничен, то положительный оператор А окажется
положительно определенным. Окончательно, достаточно доказать

ограниченность оператора Л"1.
По определению А есть расширение оператора А,

выполненное по соотношению

(Лху y)z = (х, A*y)z = (x, Ay)z;
0 (2.0.Jo)

xs=W{2S)(Q), r/e= W{is)(Q).
В пространстве Z = L2(Q) оператор А положительно

определенный, поэтому он имеет только тривиальный нуль.
Докажем, что у расширенного оператора А других нулей нет.

Пусть Ахо = 0. Тогда (xo,Ay)z=0. Это значит, что х0у

рассматриваемый как функционал в Z = L2(Q), аннулируется на

множестве всех значений оператора А, т. е. на всем

пространстве L2(Q). Но тогда лг0 = 0, оператор А не имеет

нетривиальных нулей и существует обратный оператор А~К Далее,
оператор Ау очевидно, нетеров, и его индекс равен нулю. Как

доказано в [91] (см. также [95]), оператор А также нетеров, и

его индекс равен индексу оператора А, т. е. равен нулю. Только
что было доказано, что подпространство нулей оператора А
имеет нулевую размерность, а тогда нулевую размерность
имеет и подпространство нулей сопряженного оператора А*.

Отсюда следует, что оператор А~х определен на всем

пространстве W£l)=Y. В то же время он замкнут как обратный нете-

рову (и, следовательно, замкнутому) оператору А. Из
сказанного следует, что оператор А~х ограничен.

16°. Как и выше, *<»> (/) = <р* (t) Pn (/), grP„<n, и

Л(">- ™« II2LaTA*L = м |МЛ'* *>(_„•
Оператор А ограничен, поэтому

II Л</>л (•, т) П^^ < С |! ^я (•, т ||ш.

Рассмотрим сначала случай s > s, или / < s, что

соответствует расположению (2.5.32). По неравенству (2.5.6)

11*«(-. Щ8)<Сп^-*\\фп(-, t)||(s)<Cai^->. (2.5.39)

По теореме 2.2.2

#п(хт)<Сп-г+Ыр(хл9 1/я),

и из формулы (2.5.36) следует, что

s < § < 2sf 9п
= || К - <')h> < Сп ~г+35~-2ЧГ! (**> 1/л). (2-5-40)
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Теперь рассмотрим случай 0 ^ s < s. Неравенство (2.5.39)
заменяется более простым:

\\Фп(; ЩпКСЦфЛ; х)\^
= С.

Отсюда следует неравенство

0<5 < s, 9п =\\хт - xMl^Cn-'+'vfpix., 1/п). (2.5.41)

Из оценок (2.5.40) и (2.4.41) первая точнее, а вторая
совпадает с соответствующей оценкой статьи [149].

Некоторые оценки погрешности метода Ритца в

банаховых пространствах даны в статье [152].

§ 6. МЕТОД БУБНОВА —ГАЛЕРКИНА

1°. Основы метода Бубнова — Галеркина изложены в

монографиях [82,84]; будем считать, что эти основы известны

читателю. Оценка погрешности аппроксимации для метода

Бубнова — Галеркина впервые была дана М. А. Красносельским
[72] в весьма общей ситуации — для уравнений, вообще говоря,
нелинейных. С подробными доказательствами эти оценки

изложены в монографии [73], поэтому здесь мы ограничимся тем,
что приведем их для простейшего случая.

Пусть Ло— самосопряженный положительно определенный
оператор в некотором гильбертовом пространстве Н и пусть
Н0 = Нао—его энергетическое пространство. Пусть, далее, К —

линейный оператор в Я, такой, что D (К) => D (А0) и

произведение Т = Ао1К вполне непрерывно в Я0. Положим А=А0 + К
и допустим, что уравнение Ах = 0 имеет только тривиальное
решение дг = 0. Рассмотрим неоднородное уравнение

Ax = f, /еЯ; (2.6.1)

при перечисленных выше условиях оно имеет одно и только

одно обобщенное решение, которое является обычным решением
уравнения

x + Tx = Aolf. (2.6.2)

Обозначим это решение через х*. Как показано в [82,84], при
достаточно больших п существует одно и только одно

приближенное решение по Бубнову — Галеркину, которое мы обозна:
чим через х№, и |*„ — х*я)|—^0, где || — норма в #0. Оценка

погрешности, данная Красносельским, имеет вид

*п (*.> <К - *[п) I < csn CO; (2-б.з)

здесь &п(х#) есть наилучшее приближение (в метрике Я0)
элемента л;* линейными комбинациями координатных элементов,
использованных при построении приближенного решения.
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2°. А. В. Джишкариани и Г. $А. Вайникко посвятили ряд
работ исследованию погрешности аппроксимации метода
Бубнова — Галеркина в различных более частных предположениях, а

также в задаче о собственных значениях. В настоящем пункте
мы изложим результаты работы Джишкариани [48].

Уравнение (2.6Л) рассмотрим при дополнительном

предположении, что оператор Т\ — КЛо"1 также вполне непрерывен в

#0. Допустим, что спектр оператора Л0 дискретен: это значит,

что Л0 имеет счетное множество собственных чисел с

единственной точкой сгущения на бесконечности и что

последовательность собственных элементов оператора Л0 полна как в //, так

и в Но.
Пусть В — оператор, сходный с Л0. Это значит, что В—

самосопряженный оператор, положительно определенный в Я, и

что D(B)== D{A0). Как известно, спектр оператора В также

дискретен. Допустим, что этот спектр нам известен, и пусть cofe
и Vk

— собственные числа и соответствующие им собственные

элементы оператора В. Так как это оператор положительно

определенный, то существует обратный оператор В-1, и числа

(о& > 0. Последовательность {vk} примем за координатную.

Пусть *1п) = 2=1аЛ (2-6-4>

— приближенное по Бубнову — Галеркину решение задачи

(2.6.1). Заметим прежде всего, что операторы А~{ВУ B~lA, a

также сопряженные с ними операторы ВА~1, АВ~Х ограничены
в Я. Далее, х{п) ^ D(B) = D(A); отсюда следует, что невязка

приближенного решения 6п = Ах{п) — f есть элемент

пространства Я. Опираясь на результаты работ [83] и [12], можно

доказать, что || 6п ||# ► 0.

Имеем x[n) + Txin)-Ao{f = Aol6n и хш + Тхш - Л0~7 = 0.
Вычитая второе равенство из первого, получим (/ + Т) (#„ — х{пЛ =

= Ло"^. .Отсюда

и.-*Г)1<|(/+л-,1-|лг,а (2.6.5)
Далее,

Ао16п = £«_, cik (6n, vk) v{, cik = (Ao{vkf Vi). (2.6.6)

Уравнения Бубнова — Галеркина можно представить в виде

(Sn,Vk) = 0, k = l9 2, ..., п, и соотношение (2.6.6) сводится к

такому:

Aol6n = Y^_£™tmn+lCik(bn> vk)vt.

Отсюда с помощью несложных преобразований получаем

IVM< К?'•""
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Подставив это в (2.6.5), найдем искомую оценку:

^-^'^.-'ИУ'И'Ч.О^У ,2.6.7,

Нетрудно получить оценку и в норме Я0:

|,, _ ,», <
1с+П-М(/ + го-МУ»Г'-щ.|

(2 6 8)

Если 8п^ D(Br)f r > 0, то последние оценки можно

улучшить по порядку: справа в (2.6.7) и (2.6.8) можно заменить

||6Л|| на \\Br8n\\, a a>„+i и ©J/*., — на со^1, и cd^1/2 соответственно.

§ 7. РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ

Погрешность аппроксимации разностных методов хорошо
освещена в монографической литературе, и мы ограничимся
здесь самыми общими указаниями. Достаточно подробное
изложение можно найти, например, в монографиях [9, 4, 80, 40].

1°. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Лапласа

в двумерной области Q с достаточно гладкой границей:

A*= -S- + -Sr = 0' ' = ('i. «eQ, х|ва = <р. (2.7.1)

Построим квадратную сетку с шагом А. Обозначим через Q\

замкнутое подмножество Q, обладающее тем свойством, что

если /gQi, to при любых численных_ значениях |, |||^ 1,
будет (t\ + g/i,/2)^Й и (tut2 + ^)eQ. В точках множества Qi
уравнение Лапласа аппроксимируется разностным уравнением

Х((и t2) = 4-l[X(t{ + h, t2) + X(t{-h9 t2) +

+ X(t{y t2+h) + X(tl9 h-h)\, (2.7.2)

в точках множества Q\Qi для функции X строится некоторая
линейная интерполяционная формула, позволяющая

имитировать краевое условие.
Узлы сетки, лежащие в Qb называются внутренними, а

узлы, лежащие в Q\Qb —граничными. Во внутренних узлах,
как было сказано, запишем уравнение (2.7.2), а в граничных—

упомянутую интерполяционную формулу. В результате
получим некоторую линейную алгебраическую систему (сеточную
систему), о которой известно, что она имеет единственное
решение Xh.

Доказывается [9], что если точное решение задачи (2.7.1)
^gC(4,(Q) и хн— функция, определенная на узлах сетки, ле-
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жащих в Q, и совпадающая там с л:*, то

IUft-^ftllL00<(l2"XsupQ + M2)A2. (2.7.3)

Здесь Q — некоторая неотрицательная функция, непрерывная
в Q, Mk — верхняя граница модулей частных производных от

х* порядка k.
Близкие результаты содержатся в [9] для общего

эллиптического уравнения 2-го порядка в области любой размерности
и для более общих краевых условий.

В [4] даны оценки погрешности аппроксимации разностного

метода для бигармонического уравнения на плоскости.

2°. В. С. Рябенький и А. Ф. Филиппов доказали весьма

интересную общую теорему об оценке погрешности
аппроксимации разностных методов. Эта теорема подробно доказывается
в [40, 80]. Рассмотрим вычислительную задачу

Lx = f, /* = ф. (2.7.4)

Здесь х и f—функции, искомая и заданная, определенные в

области Q с Rmy ф— функция, определенная на dQ, L и / —

линейные операторы. Пусть задача (2.7.4) заменена разностной
задачей

Lhxh = f\ /л*л = ф", (2.7.5)

в которой *\ f\ (ph — сеточные функции. В общем случае эти

функции могут принадлежать различным сеточным

пространствам, так что хн е Хн, fh ^ Fn, фЛ е <f>h.
Пусть ( • )н — оператор, преобразующий функцию,

заданную на Q или на dQ, в сеточную функцию, заданную на

соответствующем множестве узлов. Теорема Рябенького —

Филиппова утверждает следующее.
Пусть справедливы аппроксимационные неравенства

|| (Lx)h - Lhxh \\x < Ch\ || (lx)h - lhxh || < Ch\

II (/)* - t \\Fh < Ch\ || (Ф)Л - ф" |^ < Chk

и пусть обратный оператор задачи (2.7.5) ограничен
независимо от А, так что

Н|%<С[!|/%А + ||<рА|у. (2.7.7)

Тогда справедлива оценка погрешности аппроксимации
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§ 8. МЕТОД КОЛЛОКАЦИИ

Г. Метод коллокации впервые был предложен
Канторовичем в [61]. Сущность метода такова. Пусть требуется
приближенно решить линейное уравнение (требование линейности

несущественно)
Ax = fy xe=Xt /е=У, (2.8.1)

в котором X и У—банаховы пространства; А — оператор,
действующий из X в У, причем элементы пространства У

образуют подмножество множества функций, непрерывных на

некотором компакте /Се/?т. Выберем последовательность

конечномерных подпространств {Х,г}, полную в X, и положим

<HmXn = N(n)=N, Yn = AXn.

Пусть существует оператор /Н, определенный и

непрерывный на всем пространстве У, тогда dim Yn = N и

последовательность {Yn} полна в У. Далее, если {<fnk}> k = 1, 2, ..., N,—
базис вХ„и ^nk(t) = Acpnk, t^Kt то {tynk} есть базис в Yn.

Выберем в К точки tf = t{fn\ / = 1, 2, ..., N, называемые

узлами коллокации. Приближенное решение ищем как элемент

подпространства Хп\

*Я)=Е?.ЛЧ* (2-8.2)

и определяем коэффициенты а^ из условия, чтобы уравнение

(2.8.1) выполнялось в узлах коллокации:

Е»-Ля)+«*('/)-'('/)• /'= »• 2« •••* "• <2-8-3>

2°. Погрешность аппроксимации метода коллокации

исследовалась в ряде работ. Приведем важнейшие результаты

некоторых из этих работ. Сразу же отметим, что некоторые
оценки упомянутой здесь погрешности, а также

дополнительная библиография по этому вопросу приведены в [64] и в [72].
В работах [66—68] изучена погрешность аппроксимации

коллокационного метода для обыкновенного

дифференциального уравнения порядка 25 при условиях первой краевой
задачи. Пусть уравнение задано на промежутке а <; / ^ Ь и

пусть точное решение хт е С(г» а) [а, Ь), 0 < а ^ 1.
Приближенное решение д^я) строится в виде полинома степени п + 2sr

удовлетворяющего краевым условиям. Допустим, что

коэффициенты и свободный член дифференциального уравнения
принадлежат к классу С(г»а)[а,&], и пусть задача имеет не более

одного решения. Если в качестве узлов коллокации выбраны

узлы Гаусса или Чебышева, то соответственно

I! X. - Х{*П' |с'*> < „r+u-1/2 (2-8-4)
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\*.-*?У»<^№- (2.8.5)

В работах [66—68] рассмотрена также первая краевая
задача для уравнения

kx + kp(t)x = f(t) (2.8.6)

в квадрате R: О ^ t\, h ^ я. За координатные функции взяты

собственные функции той же задачи для уравнения Лапласа:

Ф/fe (0
= sin jt{ sin Ыъ 0 < / < /n, 0 < k < п;

за узлы коллокации — точки I
, я, 2

. я 1. Если X

отлично от собственных чисел рассматриваемой задачи, а р, fe
^Lipa(7?),TO (х{™*п) — приближенное решение)

J A (jc. - *<m> я>) |с < С In2 m In2/г (1/т2 + 1/л2). (2.8.7)

В статьях [67—68] рассмотрены и некоторые другие
задачи.

3°. В статье [28] рассматривается интегральное уравнение
Фредгольма

Kit, s)x(s)ds = f{t) (2.8.8)
О

в пространстве 2я-периодических функций с С-нормой.
Приближенное решение строится в виде кусочно-линейной функции с

угловыми точками ti = tifl) = 2n]/n; эти же точки суть узлы кол-

локации. Доказывается следующее утверждение. Пусть \х

отлично от собственных чисел уравнения (2.8.8), а п таково, что

r:=a>t(K, 2я/л)1а-11< 1. (2.8.9)

Тогда алгебраическая система метода коллокации имеет

единственное решение. При этом, если **(*) — точное, а xW(t) —

приближенное решение уравнения (2.8.8), то

Здесь Ра =\\А\\• 1И~1Н— число обусловленности оператора А.

В той же статье [28] содержатся и некоторые результаты,

относящиеся к одномерным сингулярным интегральным

уравнениям.
,«ftft, %

4°. В книге [192] (см. также [183]) метод коллокации

применен к одномерному сингулярному интегральному уравнению

a(t)x(t) + ^\T^ds+ Tx = f(t). (2.8.11)

Здесь Г —окружность |f|=l, a(t) и b(t) непрерывны и

символ не вырождается, так что a2(t)— 62(/)¥=0, ^еГ; Г — опе-
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ратор, вполне непрерывный в Lp(T)t 1 < р <С оо.

Координатные функции — тригонометрические полиномы порядка п

относительно 6 = arg ty узлы коллокации совпадают с точками

/}п) = ехр (2ш7/л). Пусть -u(t)= a(t)+ b(t), 6 (t)= a(t)—b(t)\
inda(0=ind6(0; a(t)9 b(t)€= Ог-М(Г)9 T : Lp(r)-> &'. *>(Г).
Тогда

|| jc, — xi") ||0 = О (/2~г~л), K = min(iif v). (2.8.12)

Некоторые результаты получены и для уравнений вида

(2.8.11) с вырождающимся символом.

В статье [193] рассмотрен метод коллокации для уравнения

(2.8.11) при Г = 0 с узлами */я) = ехр(2л*7/л) и с

кусочно-линейными координатными функциями, угловые точки которых
совпадают с узлами коллокации. Основной результат статьи

[193] состоит в следующем. Пусть коэффициенты a(t) и b(t)
непрерывны. Для того чтобы описанный здесь метод

коллокации сходился в £г(Г), необходимо и достаточно, чтобы

a(t)+kb(t)*£0, WeT, V£e=[-1, 1]. (2.8.13)

Е:ли при этом a, fteLip^F), /еЫрл(Г), то

lk-*iiLnr>=°("~VM> v = min(A, |i). (2.8.14)

В [193] получены некоторые результаты и для разрывных
символов.

5°. Ряд результатов по оценке погрешности аппроксимации
для уравнений Фредгольма и одномерных сингулярных

интегральных уравнений содержится в монографии [30].

Глава 3

ПОГРЕШНОСТЬ ИСКАЖЕНИЯ

§ 1. ПОГРЕШНОСТЬ ИСКАЖЕНИЯ СВОБОДНОГО
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА

1°. Проблема, указанная в названии главы, исследована в

ряде работ автора и его учеников; первая из работ автора в

этом направлении опубликована в 1960 г. Работы периода
1960—1965 гг. суммированы в монографии [90]; эти работы
тесно связаны с понятием, тогда же введенным автором, об

устойчивости вычислительных процессов относительно

искажения. В [90] содержатся и не публиковавшиеся ранее

результаты, в основном касающиеся нелинейных вычислительных

процессов; эти последние будут рассмотрены в разделе IV. Ряд

результатов был получен позднее для погрешности искажения
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.метода конечных элементов; эти результаты будут изложены

© главе 9.

В § 1, 2 данной главы будут изложены результаты,
относящиеся к искажению линейных вычислительных процессов и

полученные частично в упомянутых выше более ранних,
частично в более' поздних работах автора [105, 181, 107], а также

в статье С. Г. Суворова [133].
2°. Рассмотрим линейный свободный вычислительный

процесс, состоящий в решении последовательности независимых

уравнений

Anxin) = fn\ х{п)<=Хп, /<п)еГп> п = 0, 1, 2,... (3.1.1)

Здесь Хп и Yn — банаховы пространства, Ап— замкнутый
линейный оператор, отображающий Хп на Уп. Мы принимаем, что

операторы Ап ограниченно обратимы, так что каждый из

операторов An1 существует, ограничен и определен на всем

пространстве Yn-
Искаженный вычислительный процесс, который также

естественно считать линейным, имеет вид

(Ля + Гя)*м = р> + вм п = 0, 1, 2, ... (3.1.2)
Можно считать, что оператор Гп—искажение оператора

Ап — в том или ином смысле мал по сравнению с оператором

Ап. Примем, что величина Цл^гЛ может быть сделана сколь

угодно малой; ниже мы будем пользоваться и другими, хотя

и близкими ограничениями. Норму элемента б(Л) также можно

считать сколь угодно малой, однако в пределах линейной

теории это допущение не играет существенной роли для
последующих рассуждений.

Оценим погрешность искажения процесса (3.1.1). Зададим
число р, 0^р<1, и потребуем, чтобы [ Лл'ГяЦ^ p. При
таком условии оператор Ап + Тп ограниченно обратим.
Действительно, пусть In — тождественный оператор в Хп. Тогда

Ап + Тп = An\ln + AnlI\]. Первый множитель ограниченно

обратим по предполжению, второй — по известной теореме
Банаха, и

(An + Tn)-l = (ln + AnlrnyiA7t\ (3.1.3)
Решение уравнения (3.1.2) существует и единственно:

Решение уравнения (3.1.1) есть х* = А~хрп\ поэтому

2w - х™ = [(/„ + AnlTJ"1 - /J х? + (/„ + Ап1Тя)'1 A-nW\
(3.1.4)

Если / — тождественный, а / + у
—

ограниченно обратимый

оператор в некотором банаховом пространстве, то (/ + Y) [(^ +
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+ ?)"1 — Л = —Y» следовательно, (Z + v)""1 — ' =—(^ + v)~V
В частности,

0п + А;1Гп)-1-1п = -{1п + А;1Гп)-{ Ап1Тп; (3.1.5>

замечая еще, что Ц(/я + Ап1Гп)~ ||^(1 — р)~~\ мы приходим
к искомой оценке погрешности искажения:

L=IU(;)-^)I<(i-pr1flU«-Irn^,! + IUn-16(re,l|]. (з.1.б>.

Отсюда вытекает несколько более простая и более удобная для

применения оценка:

i^d-pr'HU^rJI-l^fl + IU^^I]. (3.1.7).

§ 2. УСТОЙЧИВОСТЬ СВОБОДНОГО

ПРОЦЕССА ОТНОСИТЕЛЬНО ИСКАЖЕНИЯ

1°. Представляется интересным установить условия, при
которых погрешность искажения остается малой независимо от п,.

если в том или ином смысле малы искажения Тп и б(л). Такие

условия связаны с понятием устойчивости вычислительного

процесса относительно искажения.

Целесообразными оказываются два несколько различных,

определения устойчивости. Согласно с первым из них мы

называем процесс (3.1.1) устойчивым относительно погрешности
искажения в последовательности пар пространств (Хп, Yn), если

существуют такие положительные постоянные р, q, r, что из

неравенства Цл^ГдЦ^г следует однозначная разрешимости
уравнения (3.1.2) при любом п и неравенство

UT-^KplA^rJ + gim (3.2.1).

Второе определение имеет смысл, если искажения Гп суть
ограниченные операторы. В этом случае можно назвать

процесс (3.1.1) устойчивым относительно искажения в

последовательности пар пространств (Хп, Yn), если существуют такие

положительные постоянные /?, q, г, что из неравенства ||ГЛ||^ г

вытекает однозначная разрешимость уравнения (3.1.2) и

неравенство

Нп)-хТ\<р\\Тп\\ + я\Ьм\. (3.2.2).

Ниже мы для краткости будем говорить, что

вычислительный процесс устойчив (или неустойчив), если он устойчив (или
неустойчив) относительно погрешностей искажения. Там, где

это не может вызвать недоразумений, мы будем опускать
слова «в последовательности пар пространств (Хп, Yn)y>.

2°. Теорема 3.2.1. Для того чтобы вычислительный процесс
(3.1.1) был устойчив в смысле первого определения, необхо-
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димо и достаточно, чтобы

\Anl\<Clf |U(;i<C2; C„ Co = const. (3.2.3)

Достаточность условий (3.2.3) сразу вытекает из оценки

(3.1.7):если эти условия выполнены,то можно положить г = р,
0<Р<1, я из (3.1.7) следует неравенство (3.2.1) с

постоянными

р=с2/(1-р), ^с/а-р).

Необходимость. Пусть процесс (3.1.1) устойчив в

смысле первого определения. Допустим, что Гп = 0, так что

•искажаются только свободные члены уравнений (3.1.1).
Неравенство (3.2.1) принимает вид ||#(Я)1К qU{n)\\, где у{п) = z*n) —
— х[п\ В данном случае Anz[n) = fn) + 6<п\ поэтому Ля^я>=в<я>
и, следовательно, ||ЛП#(Я)||^ q~~l\\y{n)\\- Это означает, что нормы

АпХ\ ограничены независимо от п\ можно положить C\ = q.
Чтобы доказать необходимость второго условия (3.2.3),

допустим, что 6(п)=0. Тогда, если || Ап1Тп |^г, то

l^-^l^pll^-TJI. (3.2.4)

Положим Гп = гАп. Уравнение (3.1.2) принимает вид (1+г)Х
Х42(л) = /(я). Отсюда z[n) = (\ +r)-lx[n\ и из (3.2.4) следует,

что 1|*!л)|<р(1+г).
3°. Теорема 3.2.2. Для того чтобы процесс (3.1.1) был

устойчив в смысле второго определения в последовательности пар
пространств (Хп, Yn), необходимо и достаточно, чтобы были
выполнены следующие условия: 1)|| АЙ1 |^С1= const; 2)
существует такая постоянная С3, что каков бы ни был линейный

оператор Вп с единичной нормой, действующий из Хп в У„,
справедливо неравенство

\\Ап1Впх[п)\\^Сг. (3.2.5)

Необходимость условия 1) доказывается так же, как в

теореме 3.2.1. Докажем необходимость условия (3.2.5). Пусть
5<п) = 0. Положим Тп = еВп, e = const<r. Тогда (An + Tn)z{n) =
= fn\ отсюда z[n) + A~lTnz[n) = x[n) и

zT - <> + Ап1тМ] - x[n)) = -А;1Гях™. (3.2.6)

Далее,

I AT'l^'l-el AnlBnx[n) Mr.|| • I A-n'BnxT\,
I A^Tjzf - ^)l-e| Л„-'В„ (a?» - *W)|<
^elU-I-iUr-^l^eCjUr-xri,
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и из (3.2.6) следует

Сравнив это с неравенством (3.2.2), которое в данном случае

имеет вид f z[n) — х[п) || ^ р \\ Тп ||, получим

WAn'Bj^W^pd+eC^
Полагая е->0, находим, что условие (3.2.5) выполнено со

значением С3 = р.
Докажем достаточность условий теоремы. Положим г = р/С^

где р = const, 0<р<1, и потребуем, чтобы ||ГЛ<г. Если:

Г„ = 0, то z[n) = x[n) + Aalb{n\ K-^lkcJI^I, и теорема

доказана. Если же Г^^О, то положим Вп = Тп/\\Тп\\ и z[n) —
= и{п) + v{n\ где

(Ая + Тя)№ = р*9 (Ля + Гя)о<Л>-вИ. (3.2.7>
Имеем

UWl<l(/e + ^T,ri,)-,|-|^,|-|*Wl<CI(l-pr,|*w|. (3.2.8)

По формуле (3.1.5) находим из первого уравнения (3.2.7)

I «(п) - *Г>1=II (/„ + Л)- лг'г^Г» I <

<lA\BJ!xp\\TA<^\\rni
неравенство устойчивости выполняется при значениях

постоянных р
= (1-рГ1С3, q = (\-$)-xCx.

4°. Следствие 3.2.1.Если нормы \\х[п)\ ограничены в

совокупности, то для устойчивости процесса (3.1.1) в смысле второго-

определения необходимо и достаточно, чтобы \ An
х

|| ^ Сх = const.
Отметим частный случай, обычно встречающийся при

реализации приближенных методов. Пусть Хп суть
подпространства некоторого пространства X и пусть в норме этого

пространства х?] ->a-*ooXm ^ X. В этом случае назовем процесс

(3.1.1) сходящимся. Для такого процесса величины \\х[п)1
ограничены, и для его устойчивости необходимо и достаточно, чтобы

|Л/71||<С1 = const.

Следствие 3.2.2 [139]. Для устойчивости процесса (3.1.1)
в смысле второго определения необходимо и достаточно, чтобы

\\Ап1\\<:С{у \\ An11\\ х[п)\\^С3; С„ С3 = const. (3.2.9)

Достаточность условий (3.2.9) и необходимость первого из

них очевидны; докажем необходимость второго условия.

Пусть процесс устойчив. В силу теоремы 3.2.2 | An xBnx{^\^.
<С2; VBny ||BJ|=1. Допустим, что произведение | An 11 • | х{?\
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«еограничено. Перейдя к подпоследовательности, можно считать,
что | An11 • I *1Л)||-**-*«, оо. Для каждого п найдется такой

элемент фп\ что 1у(я,|=1 и \\Ап1у{п)\\>2-1\\Ап{1 Построим
линейный функционал 1п, определенный на Хп, со свойствами

t\ln\\=\ и \1пх^\ = \\х[п)\[ Положим Впх{п) = 1пх{п)'у{п\ ясно, что

i\BJ=l. Имеем Ап1Впх[п) = \\х[п)\\ • ДГУл> и \АпХВпх™\>
^2

1

\Ап
1

| • |*[Л)|| ► оо, что противоречит предположению.

Из следствия 3.2.2 сразу вытекает такое утверждение.

Следствие 3.2.3. Если нормы || An11 положительно

ограничены снизу, то для устойчивости процесса (3.1.1) в смысле

второго определения необходимо и достаточно, чтобы j An
l

\^CU
1х^)\^С2\ Си Сг = const. Если еще процесс (3.1.1)
сходящийся, то для устойчивости необходимо и достаточно, чтобы

Следствие 3.2.3 можно доказать независимо от следствия

3.2.2 [90].
5°. Если sup || An 11|= со, то процесс (3.1.1) неустойчив в по-

п

•следовательности (Хп, Yn). Рассмотрим общий случай, когда

sup|| ЛИГ1 L .у ^ оо. Введем новые пространства Хп и ?п, со-
п п~*Лп

впадающие соответственно с Хп и Yn как множества элементов,

но нормы в них определяются формулами

"'"^VU-'ii "'"*»' ||,,^=л^1Т-||-|к- (3-2Л0)

Теорема 3.2.3. Для того чтобы процесс (3.1.1) был устойчив
в смысле второго определения в последовательности (Хп> Yn),
необходимо и достаточно, чтобы

IUHt <C= const. (3.2.11)
п

Доказательство сразу вытекает из соотношений (3.2.9),
написанных для пространств Хп и Р„, и из очевидного

тождества!^1 \\уп-*хп = 1.

Заме_чан^е 3.2.1. Теорема 3.2.3 остается в силе, если

нормы в Хп и Yn определить формулами

Mljn = Y(«)Mlrn, MIFn=^H-llFn, (3.2.12)

где у(п)— любая неотрицательная функция от п,

удовлетворяющая неравенству

[M*\^J~I>Cy2(ai), С = const. (3.2.13)
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§ 3. УСТОЙЧИВОСТЬ ПРОЦЕССА РИТЦА

1°. Метод Ритца описан выше, в § 1 главы 2. Обозначим

соответственно через а{п) и /<п) векторы с составляющими а^ и

</, Ф/xfe)» Л=1, 2, ..., /V, а через Мп—матрицу Ритца, т. е.

матрицу энергетических произведений [ф„&, <ря/], /г, /=1,2, ...

..., Л/, и запишем систему (2.1.4) в виде

Mna{n) = fin\ n=\, 2, ... (3.3.1)

Будем рассматривать а(п) и f{n) как элементы евклидова

пространства RNy а М" — как оператор в RN. Если применить в

данном случае общую схему § 3 главы 1, то X = Яд, XN = Rn,
jc(")=a(n); соответственно гп задается системой (2.4.1), или, что

то же, — уравнением (3.3.1). Наконец, оператор рПу
отображающий RN в Яд, определяется формулой (2.1.3).

2°. С методом Ритца связаны два вычислительных процесса:
процесс (3.3.1), приводящий к вычислению а(п), и процесс
вычисления приближенного решения х[п). Если обозначить через

■а[п) решение уравнения (3.3.1), то

х{п) = Рпа(:\ (3.3.2)

имея в виду применить общие теоремы § 2 настоящей главы,
запишем последний процесс иначе. Будем рассматривать рп

как оператор из RN вХп= Я^;тогда существует обратный

оператор Sn = pnl; Snx{n) = a{n\ Подставив это в (3.3.1), получим
процесс, определяющий приближенное решение

MnSnx^ = finK (3.3.3)

Ниже в данном параграфе исследуется устойчивость обоих

названных процессов в смысле второго определения.
3°. Пусть в некотором гильбертовом пространстве Я

задана последовательность вида (2.1.5). Пусть Gn —

матрица

Грама элементов qp„i, ф„2, ..., Ц>пм и Х{п ■— наименьшее

собственное число этой матрицы. Последовательность (2.1.5)
называется сильно минимальной в Я, если числа Я^ ограничены

снизу положительным числом, не зависящим от п.

Теорема 3.3.1. Для того чтобы процесс (3.3.1) вычисления

коэффициентов Ритца был устойчив в последовательности пар
пространств (Rn,Rn), необходимо и достаточно, чтобы
координатная система была сильно минимальна в энергетическом
пространстве рассматриваемой задачи.

Матрица Ритца совпадает с матрицей Грама (в
энергетической метрике) координатных элементов <p„i, <р„2, ..

•, qw.
Эта матрица

— симметричная и положительно определенная, и

ее собственные числа положительны; пусть А*1* — наименьшее

6i



из них. Обозначим через Ап оператор, порожденный матрицей

Мп и действующий в RN. В данном случае элемент х[п) (§ 4

главы 1) следует отождествить с а"] — решением системы

(3.3.1). Очевидно, ЧТО Лп'41= 1^". По теореме 3.2.1 для

устойчивости необходимо, чтобы || An1 i^Ci = const, или A^^l/C^
Чтобы доказать достаточность условия теоремы, остается

проверить (следствие 3.2.1), что нормы |flj,n)| ограничены. Процесс
Ритца — сходящийся в НА, поэтому |л;1'г)|^С = const. Далее,

Urf = [£"=. Ль Т,Ъ№*,]-(Мяа*, an>W\\a«t

Отсюда ||а(я)|^ л/СхС. Теорема доказана.

4°. Теорема 3.3.2. Для того чтобы процесс (3.3.3)
вычисления приближенных решений по Ритцу был устойчив в

последовательности пар пространств (Н{£\ RN), необходимо и

достаточно, чтобы координатная система была сильно минимальной
в НА.

Процесс (3.3.3) —сходящийся в НА. По следствию 3.2.1 для

доказательства теоремы необходимо и достаточно установить,

что нормы lA^L ->НА ограничены. В данном случае

следует отождествить оператор Ап с MnSn = Mnpn\ так что Л«1 =
= рпМп1. Имеем х^ = рпа{?\ Как мы видели выше, \х{"]\ =
= (Мпа[п\ а{;\ поэтому

\pJ?t = {Mj?,a[*) = \M?a%^
Но а{"] = Mnlf{n\ следовательно,

\PnMnlr\=-\\M^f%N,

N А

Последняя величина ограничена тогда и только тогда, когда

координатная система сильно минимальна в энергетической
норме. Теорема доказана.

Устойчивость метода Ритца в задачах о спектре
самосопряженного оператора (спектр предполагается дискретным)
исследована в статье [54]; результаты этой статьи изложены с

некоторыми изменениями в [90].
5°. Исследуем устойчивость процессов Ритца в общем

случае, когда inf Ая^О. В последовательностях пар пространств

{Rn>Rn) и (На\ Rn) эти процессы могут быть неустойчивыми
(это будет, если inf А„

*
= 0), и мы введем вместо RN новые

пространства.
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Пусть у(п)— такая положительная функция от п, что

Яп!) ^ cly2 (n)t Cq = const; в частности, можно принять

у2(п) = Хп{\ Введем jV-мерные гильбертовы пространства Хп и

?п, элементы которых суть N-мерные векторы, а нормы заданы

формулами

V& <=/?„, \\b\\rn = y(n)\\b\\RN, 1161^
= ^11611^. (3.3.4)

На этот раз обозначим через Ап оператор, порожденный
матрицей Мп и действующий из Хп в Yn> и будем считать, что а<я) е

<= Хп, р> s Г„.
Теорема 3.3.3. Процесс (3.3.1) устойчив в

последовательности пар пространств (Хп, Уп).
Достаточно проверить, что выполнены неравенства

И»' г_г <с„ №:ъ <с2- (3.3.5)

Оценим величину || Anl |р- ^у :

_
у2Ы ^ 1

~~

Х(и с2
'

и первое из неравенств (3.3.5) установлено. Заметим, что если

принять у(п) = уХп{\ то получится || Л^-1 Lr ^ =1.
п п

Пусть v{n) — произвольный элемент из На\

Полагая b = (b{, b2, ..., bN), имеем

| v{n) f = (Mnby b)RN > WW b \?Rn >cl\\b \fea . (3.3.6)

Метод Ритца сходится в НАу поэтому | х^ | ^ С = const. По

неравенству (3.3.6) Ца^Ц^ ^С/с0, и второе неравенство (3.3.5)
п

также установлено. Теорема доказана.

Замечание 3.3.1. Пусть \хпХ) — наименьшее собственное
число матрицы /Й„ скалярных произведений (ф^, фл/)я, /, k =

— 1, 2, ..., N. Достаточно подчинить у(п) неравенству Цл0^*
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Z^c2y2(n), г = const > 0. Для доказательства достаточно

установить, что \х{п ^ с'К{п\ с'= const. Действительно,

(1) . , (КЬ'Ь)я„ . , II*-l**»»*t
Hk'= lnf ——-з = mf —-5 ;

»™_ inf <«-у>»_ ,nf ig.,»*.r,
*e*.v II &% *e*/v 11*%

Пусть Яо—нижняя грань оператора А и пусть второй инфи-
мум достигается при b = Б = (bub2, ..., BN). Тогда

ц(->^1£У-»^фЛ <
1 1£У-Д^Г ,J!!-

!»(«„ ^*о lib ||^ Яо

и можно положить с' = 1 До.
6°. Теорема 3.3.4. Процесс (3.3.3) устойчив в

последовательности пар пространств (Н{а\ Yn).
Уравнение (3.3.1) запишем в виде

Апс№ = р*% (3.3.7)

где мы считаем, что а(я) е Хп, f(n) £= ?п, и обозначаем через Ап

оператор, действующий из Хп в 7п и порожденный матрицей
Мп. Наряду с уравнением (3.3.7) рассмотрим искаженное

уравнение

(Ап + Гп) с{п) = р> + 6<">. (3.3.8)

Искаженное приближенное решение по Ритцу имеет вид

Отсюда

12i"> - *!"> |2 - (Мп (с<п) - dn\ ew - а"") <
<||Л„(с(,1)-а<п))||г -HcW-aWlly . (3.3.9)

п п

По теореме 3.3.3 существуют такие числа /?, qy r> 0, что если

lirj|Jn^n<r, то

II с<"> - а<»> Ну < р II Г„ ||у ^7 + ? II 6<«> ||г . (3.3.10)

Из (3.3.7) и (3.3.8) следует

(Л + Г.) {с(п) - а(">) - (/„ + ТЯА^ Ап (cw - а<">) = 6<"> - Таа<п\

/„ — тождественный оператор в Yn. Как было доказано в п. 5

1 Ап1\у +х Оо~2- Потребуем, чтобы ||ГП||У ^F < 0С(Г2, где р—

какое-нибудь число из интервала (0, 1). Тогда |(/я + ГпАп[)~[||<
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<(1 — P) \ и так как нормы Ца'^Цу ограничены, то

ИА,(с<"»-а<">)|^ < (1 _ p)-i [||6"*'|^ +c/llr»Hjrn-7(J c'= const.

(3.3.11)
Из формул (3.3.9)— (3.3.11) очевидно следует, что

I г? - х? | < рх || Гя \\7 ^Y + д{ | б'"1 |f , (3.3.12)

и за г, можно принять число r, = min(Y, (Зео-2).
7°. Частными случаями теорем 3.3.3 и 3.3.4 являются

доказанные ниже, в главе 9, теоремы об устойчивости процессов,
связанных с методом конечных элементов.

8°. Пусть inf Я^0 = 0. Тогда процесс вычисления

коэффициентов Ритца неустойчив в (Rn,Rn), а процесс вычисления

приближенных решений неустойчив в.(нТу Rn)- Это значит,
что погрешности | с п)

—- ctn)\R и | г*т —- х"]\ могут быть велики,

даже если малы погрешности ||ГЯ||%>% и ||б(/1||%. Нетрудно,

однако, убедиться, что оценка для 1-г!^ — х[п)\ в этом случае
существенно меньше, чем для величины \\с{п) — а{п)L .

Действительно, из (3.3.10) и (3.3.12) следует

iic(n,-fl'n,'kv<w[^l|r"^-%+Tfe-||d(n,|l%]<
<wР Г« "%->%^-2 («)+и *"> ii%y-' Щ

p= max(/>, q);

l2<">_x<">|<r_£l_iir и -i- ч' Да(п)8 1<

< Р' [II г« »%->% Y-2 («) + II о<»> \\RN У» (л)]; />' = max (р', ?');

правая часть первого неравенства содержит малый делитель

у(п), откуда и следует наше утверждение.

§ 4. ПРИМЕРЫ

Г. Рассмотрим уравнение

(/+1)*(0=1, 0</<1. (3.4.1)

Оператор умножения на t + 1 — положительно определенный
в L2(0, 1), и уравнение (3.4.1) равносильно задаче о минимуме
функционала

[Q[(t + l)x4t)-2x(t))dt. (3.4.2)

Эту последнюю задачу можно решать по методу Ритца. В

качестве координатных функций возьмем функции tn, п=0, 1,
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2, ... По известной теореме Г. М. Мюнца (см., например, [123])
эта система полна в L2(0, 1), так'как ряд обратных

показателей, Х^/г"1, расходится. Из той же теоремы легко вытекает

(90], что эта система не сильно минимальна, и процессы Ритца
с такой координатной системой неустойчивы в обычных

пространствах. Посмотрим, как эта неустойчивость проявится
в счете.

2°. При выбранной нами координатной системе приближен-*
ное решение имеет вид

x{n)(t) = Y.Uaftk-\ (3.4.3)

что приводит к неискаженной системе Ритца

Ея
26 + 2/ + 3 (Л) 1 л^;^„ 1 t<i л л\

,,l№ + /+i)(; + / + 2)fl* =7+T> 0</<*-1. (3.4-4)

Напишем расширенную систему Ритца 5-го порядка

3/2 5/6 7/12 9/20 11/30 1

5/6 7/12 9/20 11/30 13/42 1/2
7/12 9/20 11/30 13/42 15/56 1/3
9/20 11/30 13/42 15/56 17/72 1/4
11/30 13/42 15/56 17/72 19/90 1/5

Как обычно, расширенные матрицы Ритца низших порядков

получаются усечением.
Системы Ритца порядков от 3 до 5 решались на ЭВМ

БЭСМ-6. При этом оказалось, что для системы 5-го порядка
наступает переполнение и получить решение не удается. Тем
более не имело смысла решать системы более высокого

порядка. Точные значения коэффициентов Ритца а{£\ /г ===== 1, 2,
3, 4, приведены в табл. 1. В табл. 2 приведены десятичные

приближения тех же коэффициентов с шестью верными
знаками, а также десятичные приближения коэффициентов с п = 5,
полученные следующим образом. Так как точные значения этих

коэффициентов получить не удалось, то для п = 5 элементы

расширенной матрицы Ритца были заменены их десятичными

приближениями с 12 верными знаками; после этого были
получены десятичные приближения *оэф(Ьициентов, в которых мы

сохранили шесть знаков.

Таблица 1

1

2

3

4

1

2/3

12/13

62/63
320/321

о

-6/13
-50/63
-100/107

3

20/63
70/107

4

—70/321
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Таблица 2

п. ^ч^

1

2

3
х

4

5

i

0,666667

0,923077

0,981270

0,996885

0,992859

2

-0,461538

-0,793651

—0,934579

—0,864970

з

0,317460

0,654026

0,367892

4

-0,218069

0,200555

5

—0,199993

Представляется интересным выяснить, насколько

неискаженные приближения близки к точному решению х#(/) = (1 +
+ t)~l. В данном примере энергетическая норма определяется

формулой

\xf=^o(i+t)x2(t)dt (3.4.5)

и эквивалентна £2-норме. Были вычислены значения |дс„ — х^Л
для п от 1 до 5. Результаты приведены в табл. 3.

Таблица 3

п

%

■ ■! ■

0,1627 0,0290

3

0,0051

4

0,0008

5

0,0016

Из табл. 3 видно, что приближенные решения, вычисленные

без погрешности, довольно хорошо сходятся в энергетической
метрике к точному решению. В классическом методе Ритца

погрешность аппроксимации в энергетической метрике убывает
с ростом п [84]. Последнее число в табл. 3 показывает, что при
я = 5 коэффициенты Ритца оказались вычисленными

недостаточно точно.

В заключение настоящего пункта приведем таблицу
значений искомой функции, точных и неискаженных

приближенных (табл. 4); последние соответствуют значениям п = 3, 4, 5.
Все значения даны с шестью верными десятичными знаками.

Как мы видим, приближенные значения решений в фикси-
рованых точках приближаются к точным значениям довольно

медленно и не монотонно. Это связано с тем, что метод Ритца
сходится, вообще говоря, только в энергетической метрике,
которая в данном случае эквивалентна метрике L2.

3°. Исказим расширенную матрицу Ритца, заменив все ее

элементы их десятичными приближениями с четырьмя верными
знаками после запятой. Приведем таблицу искаженных

коэффициентов Ритца, вычисленных с шестью верными знаками

после запятой (табл. 5).
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Таблица 4

t

0.0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0.6
0.7
0.8
0.9
1,0

1 очные
значения

.1.000000
0,909091
0,833333
0,769231
0,714286
0.666667
0,625000
0,588235
0,555556
0,526316
0.500000

Приближенные значения

/!=■!

0,984310
0,908003
0,838072
0,774517
0,717339
0,666538
0,622114
0,584066
0,552395
0,527100
0,508182

п=М

0,995807
0,909744
0,835098
0,773706
0,721801
0,678548
0,641773
0,608823
0,576560
0,541364
0,499133

*

п=з

0,994871
0,910432
0,833902
0,776198
0,708751
0,663192
0,630532
0,609512
0,593628
0,566283
0,493396

Т а блица 5

П >v

3
4

5

1

0,98310
0,995807
0,994871

2

-0,794960
-0,923202
-0,882381

3

0,317048
0,627642
0,377633

4

-0,201115

0,258677

5

-0,255133

Сравнивая данные табл. 5 и 2, видим, что искажение

коэффициентов сказывается уже, как правило, во втором или в

третьем знаке после запятой, тогда как в расширенной матрице
Ритца искажение коснулось только пятых знаков. Это связано
с неустойчивостью процесса Ритца в данном примере в

последовательности пар пространств (Rn,Rn).
4°. Рассмотрим теперь процесс решения задачи (3.4.1) по

Ритцу, когда за координатные функции взяты полиномы Ле-

жандра, умноженные на множители, по порядку роста
совпадающие с нормирующими множителями

фЛО = [>/п]/7^1(2/~1).
Последовательность {<рп(0} сильно минимальна в ^(0, 1)

[90], а следовательно, и в энергетическом пространстве задачи
(3.4.1). При п ^ 6 получены точные (в виде простых дробей)
значения коэффициентов; в табл. 6 приведены десятичные
приближения этих коэффициентов с шестью верными знаками

после запятой. По данным таблицы можно догадаться, что

коэффициенты Ритца а*ш стремятся при возрастании п к

некоторым пределам, а при возрастании k довольно быстро
убывают. В [90] показано, что если координатная система

классического метода Ритца сильно минимальна в энергетической
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Таблица 6

\ к

п \

3
4

б

6

l

0,693146

0,693147

0,693147

0,693147

2

—0,238318

—0,238324

—0,238325
-0.238325

3

0,054517

0,054565

0,054567

0,054567

4

—0,005452

—0,005615

-0,005620

—0,005620

5

0,001070

0,001101

0,001102

6

-0,000204

—0,000210

7

0,000038

норме, то существуют пределы ак= lim а£\ и

последовательнее»

ность {а&}е /2.
Расширенные матрицы Ритца были подвергнуты искажению,

такому же, как в п. 3°: их элементы были заменены

десятичными приближениями с четырьмя верными знаками, и

полученные системы были решены с возможно большей точностью.

Значения искаженных коэффициентов Ритца с шестью

верными знаками приведены в табл. 7. Сравнение данных табл. 6

и 7 показывает, что искажения коэффициентов Ритца
проявляются только в пятых и шестых знаках и, следовательно,

являются величинами того же порядка, что и искажения

элементов матрицы Ритца.
Таблица 7

X
3
4

5
6

1

0,693146
0,693146
0,693146
0,693146

1

—0,238314
—0,238320
—0,238321
—0,238321

3

0,054516
0,054564
0,054566
0.054566

4

—0,005452
—0,005615
—0,005620
-0,005620

5

0,001070
0,001101
0,001102

6

-0,000204
—0,000210

7

0,000038

5°. В пп. 5 и 6° настоящего параграфа мы вкратце
изложим результате вычислений по двум примерам, подробно

рассмотренным в [90]. Будем решать по методу Ритца задачу,
положительно определенную в L2(0,1):

0</<1, —g-= TLT; *(0) = *'(1) = 0; (3.4.6)

в качестве координатной системы возьмем последовательность

фп(/) = ^ я = 1, 2, ... ; опираясь на уже упомянутую теорему

Мюнца, легко доказать, что эта система полна, но не сильно

минимальна в энергетической метрике задачи (3.4.6).
Первые восемь приближений можно получить, решая систему

Ритца восьмого порядка, а также все системы, полученные из

нее усечением. Коэффициенты Ритца — решения упомянутых

систем— обозначим через а{^\ Решим эти системы точно, без по-

69



грешностей, а затем заменим полученные таким образом
неискаженные значения коэффициентов Ритца их десятичными

приближениями с четырьмя верными знаками (табл. 8).
Т а бл и ц а 8

п
\

1

2
3
4
5
6
7
8

j

1

1

0,3069
0,6480
0,6869
0,692?
0,6930
0,6931
0,6931
0,6931

2

-0,3411
—0,4579
—0,4899
-0,4977
-0,4995
—0,4999
—0,5000

3

0,0788
0,1312
0,1547
0,1631
0,1657
0,1664

4

—0,0267
-0,0541
-0,0708
—0,0786
—0,0817

•s

0,0110
0,0260
0,0378
0,0446

О

—0,0050
-0,0136
-0,0218

7

0,0025
0,0075

б

-0,0013

Исказим теперь расширенную матрицу, заменив в ней

свободные члены их десятичными приближениями с четырьмя
верными знаками после запятой. Искаженные коэффициенты
Ритца, которые мы получим, решая систему с искаженной

расширенной матрицей и соответствующие усеченные системы,

обозначим через b)k\ Новые системы решим точно, а затем заменим

коэффициенты Ь^ их десятичными приближениями с четырьмя

верными знаками (табл. 9).
Таблица 9

\ k

п \

1

2

3

4

5

6

7

8

-

0,3069
0,6483
0,6883
0,6974
0,7127
0,7633
0,9141
1,627

2

—0,3414
—0,4614
—0,5160
—0,6690
—1,428
-4,595
-24,54

3

0,080
0,171
0,630
4,172

25,28
204,8

«

—0,0455
-0,5810
-7,665
-71,00
-819,1

о

0,2142
6,590
101,6

1747

б

-2,125
—71,79

-2047

7

19,91
1243

8

-305,7

Сравнение табл. 8 и 9 показывает, что погрешность
искажения коэффициентов Ритца в данном случае сильно возрастает

при возрастании п.

6°. Рассмотрим еще задачу

-К<<1. --И(2 + /)4г]=1' *(-1) = *(1) = °, (3.4.7)

положительно определенную в L2(—1,1). В качестве

координатной системы выберем последовательность интегралов от
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нормированных полиномов Лежандра

Ф„(/) = V(2n+l)/2 \[{ Рп (г)dr. (3.4.8)

Эта система сильно минимальна в энергетическом

пространстве задачи (3.4.7) (см. [90]). Как и в предыдущем примере,
были составлены и точно решены системы Ритца от 1-го до 8-го

порядка. В табл. 10 приведены десятичные приближения этих

Таблица 10

Я
1
2
3
4
5
6
7
8

■ i

-0,4082
—0,4374
—0,4395
-0,4397
-0,4397
-0,4397
—0,4397
-0,4397

2

0,1129
0,1213
0,1219
0,1219
0,1220
0,1220
0,1220

3

—0,0308
-0,0330
-0,0332
-0,0332
—0,0332
-0,0332

4

0,0083
0,0089
0,0090
0,0090
0,0090

5

-0,0022
—0,0024
—0,0024
—0,0024

6

0,0006
0,0006
0,0006

7

-0,0002
-0,0002

8

0,0001

решений с четырьмя верными знаками после запятой. Далее
системы Ритца были искажены: все элементы расширенных
матриц были заменены их десятичными приближениями с

четырьмя верными знаками после запятой. В этом случае
получение точных решений оказалось затруднительным; поэтому,
чтобы по возможности избежать ошибок округления,
вычисления производились с сравнительно большим числом знаков —

с семью знаками для систем до 4-го порядка включительно и

с 12 знаками для систем порядка от 5-го до 8-го. В табл. 11

Таблица 11

\ k

п \

1

2
3
4

5

6
7
8

1

—0,4083

—0,4374
—0,4396

—0,4397

—0,4398
—0,4398

—0,4398

—0,4398

о

0,1129
0,1213
0,1219
0,1220
0,1220
0,1220
0,1220

3

-0,0308
—0,0330
—0,0332
—0,0332
-0,0332
-0,0332

4

0,0083
0,0089
0,0089
0,0089
0,0089

о

—0,0022
—0,0024
—0,0024
—0,0024

з

0,0007
0,0007
0,0007

7

-0,0002
—0,0002

8

0,0001

приведены десятичные значения искаженных коэффициентов
Ритца с четырьмя верными знаками после запятой. Сравнение
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двух последних таблиц показывает, что в данном случае
искажения коэффициентов Ритца суть величины того же порядка,
что и искажения элементов расширенной матрицы Ритца.

§ 5. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ

ПРОЦЕССА БУБНОВА— ГАЛЕРКИНА

1°. В сепарабельном гильбертовом пространстве, которое
для упрощения обозначений считаем вещественным, рассмотрим

уравнение
Ax:=A0x + Kx = f, (3.5.1)

где Ао—положительно определенный самосопряженный
оператор и произведение Т = Ао1К вполне непрерывно в

энергетическом пространстве Я0 оператора А0. В работе автора от

1948 г. (подробнее см. [84]) установлены следующие теоремы.
а) Уравнение (3.5.1) эквивалентно уравнению

x + Tx = Aolf, (3.5.2)

рассматриваемому в Я0, в следующем смысле: любое решение
уравнения (3.5.1) удовлетворяет уравнению (3.5.2), а любое

решение уравнения (3.5.2) является обобщенным решением
уравнения (3.5.1).

б) При заданной координатной системе метод Бубнова —

Галеркина, примененный к уравнениям (3.5.1) и (3.5.2),
приводит к одной и той же алгебраической системе.

в) Если координатная система полна в Я0, то метод

Бубнова— Галеркина для уравнений (3.5.1), (3.5.2) сходится в Н0.
2°. Устойчивость метода Бубнова — Галеркина достаточно

исследовать для уравнения (3.5.2). Рассмотрим оба
вычислительных процесса: для вектора коэффициентов и для

приближенного решения. В [153] для более общего метода
Галеркина — Петрова доказано, что устойчивость названных

процессов имеет место, если координатная система сильно

минимальна в #о. В [10] доказано, что условие сильной

минимальности необходимо для устойчивости процесса вычисления
приближенного решения; там же упрощено доказательство
достаточности. В данном параграфе мы изложим содержание статьи

[10] для метода Бубнова — Галеркина и дадим сравнительно
простое доказательство теоремы об устойчивости процесса
вычисления коэффициентов Бубнова — Галеркина.

3°. Пусть для построения приближенного решения
уравнения (3.5.2) по Бубнову — Галеркину использована

координатная система {ф„}<=:#о, подчиненная обычным условиям; в

частности, при любом п элементы ср*, 6 = 1, 2, ..., п,
предполагаются линейно независимыми. Пусть {cd„}— система,
полученная ортогонализацией системы {<p„} в Я0. Обе системы свя-
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заны соотношениями вида

Щ
= Z/-i £*/Ф/> Ф* = Z/-i Y*/®/- (3.5.3)

Обозначим через С„ матрицу п первых соотношений (3.5.3).
Лемма 3.5.1. Если последовательность {<$п} сильно

минимальна в Я0, то нормы' ||CrtL p ограничены, в противном

случае они монотонно стремятся к бесконечности вместе с п.

Имеем [со*, <о;] = б*/; используя представление (3.5.3)',
получаем

СлА1яс; —/л. (3.5.4)

где Мп имеет тот же смысл, что и в § 3; звездочка обозначает

сопряженную матрицу, а 1п — единичная матрица в Rn. Из

(3.5.4) следует, что Мп1 = С*пСп н, далее, ||CJ| = Vl Мп1 || =
= f>w/ ]"I/2. Дальнейшее очевидно.

Теорема 3.5.1. Для устойчивости процесса вычисления

приближенного по Бубнову — Галеркину решения уравнения (3.5.2)
в последовательности пар пространств (Яо1*, Rn) необходимо
и достаточно, чтобы координатная система была сильно

минимальна в Я0.
• Через НоП) здесь обозначено подпространство пространства

Hq C баЗИСОМ (фьф2, ..-, фл).
Обозначим соответственно неискаженный и искаженный

векторы коэффициентов Бубнова — Галеркина через а[п) и Ь{?\
неискаженное и искаженное приближенные решения — через

д£л и z[n\ Далее, положим

f{n) = ((f, Ф1), (f, ф2). •••> (/. Ф«)). Ф"" = (ф1. Фз> •-., ФЛ);

Наконец, через В„ обозначим матрицу Э1ементов [ф* + ГфЛ, ф7],
у, ft = 1, 2, ..., п. В этих обозначениях х{^ = а{^(^п). Далее,

а^ = С^сся, отсюда

(п) V>* V" Л (я) V" (я) V/ V« («)

Аналогично

г,
= 2j/-i P/ со/

и, следовательно,

««-х^-ЕУ-.Ср^-оП»/. (3.5.5)

Системы уравнений Бубнова — Галеркина, искаженная и

неискаженная, соответственно имеют вид

(Вп + Гя) К* = /<»> + *W; Впа^ = /<">
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или (СпВпС'п + СпТпС'п) Э(п) = Сп (Г + б<п)).

caBncWn>=cnr.
Отсюда

(СпВпС'п + СпТпС'п) (Р<П> - о(я)) = С.в№ ~ СпТпС'па(п\ (3.5.6)

Обозначим через Пп ортопроектор из Н0 на Но". Докажем,
что существует постоянная т > О, удовлетворяющая
неравенству

Vn, Уа(п)€=(/ + Г)Я(Д \nnv,n'\>x\v'n)\. (3.5.7)

Допустим противное. Тогда можно построить такую

подпоследовательность v(n)<=(I + T)H{"\ n=l, 2, .... что |о("'|=1 и

| UnvM | -^ 0. Пусть vin) = (/ + Г) ww\ тогда wM) e ffg". При
этом |ау<"»Т<|(/ + 7,)_1| и |П„(/ + Г)ш<п)| = |ш1п>+ ИпГда(п>| *0.

Л-*» со

Последовательность {^(п)} ограничена и потому слабо
компактна в //о. Выделим из нее подпоследовательность, которую
опять обозначим через {w^} и которая слабо сходится в #0
к некоторому элементу w{0). Тогда Гад<я> -> 7Ъ(0> сильно в Я0.
Далее,

nn7W>= IlJwM + ПЛГ (ш<*> - w<°>).

Первое слагаемое справа стремится к Гш(0> в норме Я0, потому
что последовательность подпространств {Hq?} полна в Я0;
второе слагаемое стремится к нулю в той же норме. Таким

образом, TLnTw(n)-+Tw(°\ Теперь из соотношения | win) + UnTw{n) | -► 0

следует, что (/ + T)w^0) = 0. Отсюда вытекает, что

lim vM = lim (/ + Т) w<n> = (/ + Т) w<°> = 0,

а это противоречит условию |о(я)|=1.
Докажем теперь, что при достаточно больших п

справедливо неравенство

<|/ + Л1к"1, И = т-1|(/ + Л*'Г- (3.5.8)

Как легко видеть, СПВПС„ есть матрица скалярных
произведений [щ + Тщ, со/], j, k=l, 2 п. Отсюда

lc.fl.ewf-Z7-ills-i[щ+тщ, <оМп,12=
- Е?=. IГ(/ + т) Z8-i «44. «/] Г< Iп.(/ + г) Д., с?»»» f<

<|i + rf.|ZS-,c;%ftf-|y + rf.|e"Jf.
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В то же время неравенство (3.5.7) дает

I П„ (/ + Т) Zl-i сГщ f > т21 (/ + Т) Z2-. сГщ f>

>^1В-,с1ГЧ|2 = ^1с(»>||2.
4°. Переходим к доказательству утверждений теоремы 3.5.1,

Пусть координатная система сильно минимальна в Я0. По

лемме 3.5.1 II CJ| = |C„||<c0= const. Положим г =(2\xcl)~l и пусть

ЦГя||<г. Тогда 1сяГпСя1<2"!|А. В то^ же время, как

показывает левое неравенство (3.5.8), |СЯВЯСЛ1> 1/ц и матрица в

левой части уравнения (3.5.6) обратима. При этом \\[Сп (Вп + Тп) X
ХСп]~11|^ 2ц; из соотношений (3.5.6) и из факта сходимости

метода Бубнова — Галеркина следует

\zln)-xr\ = Wn)-an\<p\\rn\\ + ^{a)i (3-5.9)

где р и q—некоторые постоянные. Достаточность условий
теоремы доказана.

Пусть теперь координатная система не сильно минимальна

в //0. По лемме 3.5.1 ||Crt||~^oo. Выберем 6{п) так, чтобы

||Ся*(я>||>2-Ч1С^Ч1б(я)11. Правое неравенство (3.5.8)
показывает, что при Гп = О

и так как коэффициент при ||6(я)|| бесконечно возрастает, то

рассматриваемый процесс неустойчив. Этим доказана
необходимость условия теоремы.

5°. Теорема 3.5.2. Если координатная система сильно

минимальна в #о, то процесс вычисления коэффициентов Бубнова —

Галеркина устойчив в последовательности пар пространств
\Rny Rn) •

Доказательство очень просто: так как Ь{п) — а{п) = C*n($in) —
— a(/l)), a ||Ся|<с0> то, по неравенству (3.5.9),

\\Ь^-а^\\^с0р\\Гп\\ + С{)д\\6^1

Замечание. В работах [16—24] исследована

устойчивость метода Бубнова — Галеркина (точнее, метода Фаэдо —

Галеркина) для довольно широкого класса нестационарных

операторных уравнений. Часть упомянутых результатов
изложена (и частично усилена) в [90]; некоторые из этих

результатов усилены в [135]. В [78,79] исследована устойчивость
метода Фаэдо — Галеркина для задач, в которых квазилинейное

параболическое уравнение решается при краевом условии
(вообще говоря, нелинейном), содержащем производную по вре-

76



мени от искомой функции. В работах [3] и [56] изучается
устойчивость метода Бубнова — Галеркина в банаховых

пространствах.

§ 6. ПОГРЕШНОСТЬ ИСКАЖЕНИЯ РЕКУРРЕНТНОГО
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА

1°. Рассмотрим бесконечный рекуррентный вычислительный
процесс

Zk-oAnkx(k) = fn)9 ii = Of 1, 2, ... (3.6.1)

Примем, что x(n) g Хя, f{n)eYn, где Хп и Yn— банаховы

пространства, и что Ank — линейные операторы, действующие из

Xk в Yn- Будем считать, что каждый из операторов Апп
ограниченно обратим, а произведения A7nAnk, O^ik^n— 1,
ограничены. При этих предположениях существует
последовательность элементов х{п) е Хп, удовлетворяющих бесконечной
системе (3.6.1).

Пусть каждый из операторов Ank вычислен с погрешностью
Глй, а каждый из элементов ){п) — с погрешностью 8(п)у так что

вместо системы (3.6.1) на самом деле решается система

Zk-o(Ank + rnk)z{k) = fn) + 6in\ n = 0, 1, 2, ... (3.6.2)

Допустим, что погрешности Tnk можно сделать сколь угодно
малыми в следующем смысле: каково бы ни было число е > 0,
можно добиться того, чтобы

V* > 0, 2*-о | AnnVnk | < е. (3.6.3)

2°. Оценим погрешность искажения |rt = | г^] — х{?}||.
Уравнения (3.6.1) и (3.6.2) преобразуем к виду

Аппх^ = §<«> :=Г - ZU AnkXM; (3.6.4)

(Ann + rnn)z^ = g^ + ^\

х<»> := б(») - ££:£ Ank (z<*> - *<*>) -ЮTnkz*\

Переход к этим уравнениям преобразует рекуррентный процесс
в эквивалентный свободный, и для оценки погрешности
искажения можно воспользоваться неравенством (3.1.7), которое в

данном случае означает следующее: если || АппТпп ||< {$, 0< р <
< 1, то

I, < (1 - Р Г1 СII А^Тяпх? II + II АпЫп) | ] <

< (1 - р)-1 {| а^гпп ||. || хТ II + IZ3A ллгяк ||. || *1*>| +
+ ЕЙ[| A~Unkl + \\ Ап\1Гпк\\1ы + \ А'пп |- |*(й)|} =
= (i -ргЧЕЫ а£тял\- I ^11 + 11 а£ |-| П\ +

+ 1Л~Л [ || Ann1 Ank | +1 Ann1 Vnk I ] Ul (3.6.6)
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Формула (3.6.6) позволяет последовательно вычислять

оценки для go, £1, £2, ...» если известны оценки соответствующих

норм \\х[п)\[ /1 = 0,1,2, -..,10,

§ 7. УСТОЙЧИВОСТЬ РЕКУРРЕНТНОГО

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА

1°. Процесс (3.6.1) назовем устойчивым относительно

искажения в последовательности пар пространств (Хпу Yn), если

существуют такие постоянные ри р2> Ръ > 0, что из неравенства

Vn>0, £*-oUrXJ<P3 (3.7.1)

вытекает следующая оценка погрешности искажения:

L < P^ max £UI AT,lTJk \\ + р2 max || Aj№ ||. (3.7.2)

Это определение аналогично первому из определений
устойчивости свободного вычислительного процесса.

Замечание. В предшествующем параграфе было

отмечено, что любой рекуррентный вычислительный процесс легко

преобразуется в эквивалентный свободный процесс. Можно

было бы определить устойчивость рекуррентного процесса как

устойчивость соответствующего свободного процесса, и тогда

были бы применимы утверждения § 2 данной главы. Однако
условия этих утверждений оказываются в данном случае
довольно трудно проверяемыми и громоздкими, почему мы и

предпочли дать для рекуррентного процесса независимое

определение устойчивости.
Теорема 3.7.1. Пусть h(n) e К„, п = 0,1,2, ..., и пусть №\

/1 = 0, 1, 2, ..., есть последовательность решений бесконечной
системы

Vn>0, i:i_0Anktk = h(n). (3.7.3)

Если выполнены неравенства

||t{n) 1 < Со max 1 ATtlhm \[ C0 = const, (3.7.4)

U

\\х[п) || <Ci = const, (3.7.5)

где {х\п)} — последовательность решений системы (3.6.1), то

вычислительный процесс (3.6.1) устойчив.
Уравнения (3.6.2) преобразуем к виду

I 1.о к* (**> - *<*>)=sw - ELo г«* (^ - *(й>) -

-У Г иХР>
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По неравенствам (3.7.4), (3.7.5)

1п<Со\тах\\Айх6{1)\\+тах%[ \AJilTtk\X

Xmaxi/ + Ci max £' j4,-/rM||. (3.7.6)

Обозначим

а„ = тах||Л^1б(/)|| + С1 max У[ J ЛГ/Г/Д (3.7.7)

Очевидно, что с возрастанием п величина а« не убывает.
Возьмем /?з столь малым, чтобы р = С0рз < 1. Тогда

In <pmax|/ + сгя. (3.7.8)

Докажем, что

Vn>0, |« <orft/(l — p). (3.7.9)

Неравенство (3.7.9) верно при п = 0 — в этом случае
соотношение (3.7.8) принимает вид |0 ^ Pio + сто. Пусть неравенство
(3.7.9) верно для n^N—1; докажем, что оно верно и для"

п = N. Может случиться, что

maxi, = 6N; (3.7.10)

тогда по (3.7.8) %N ^ pg# + aN и неравенство (3.7.9) доказано.

Если же неравенство (3.7.10) неверно, то тах|# = |*, где k —

одно из чисел 0,1, ... >N — 1, а тогда

1Лг<1*<сг*/П-РХ^/(1-Р),

что и требовалось доказать. Ясно, что неравенство (3.7.2)
справедливо при значениях постоянных

Л-СД1-Р), й=»/П-Р). Рз = Р/С0, Vps(0f 1). (3.7.11)

2°. Нетрудно указать простое условие, при котором
неравенство (3.7.4) справедливо: достаточно, чтобы

ХЦ!\AniAnhl<g = const < 1. (3.7.12)

Действительно, из уравнения (3.7.3) следует, что

|/<">|<<7max 1/<*)| + и^1Л(я,|. (3.7.13)

Пусть тах|/(*>|| = ||/(/)||, /<я. Если 1 = пу то из (3.7,13)

находим \AtkqVn)\ + МтЛ(я)1, или ||^||<(1-^)||л^й(/)||. Если
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же/<я, то, заменив в (3.7,13) п на /, получим 1/(0||<^||/(0| +
+ M7/ftU)|| и, следовательно,

1/,я,|<1к(1)1к(1 -д)-1\АГ№*>\<(1 -q)-lmn\A7,W>l
f<n

3°. Теорема 3.7.2. Рекуррентный процесс (3.6.1) устойчив,
если выполнены условия (3.7.5) и (3.7.12).

Доказательство следует из неравенства (3.6.6). Допуская,
что

ZU\AnnTnk\\<^ 0<р<1,

получаем из (3.6.6)

|rt<(1_pri[Cl Х^0Н ^-r.fe II + II Л^б^Ц + (^7 + Р>^^ ^] •

Выберем f$ столь малым, чтобы qx := (q + P)(l — {$)~* < 1.
Имеем

i^^maxb + d-Pr'fC, Z^ol^'-r.al + l^d^l. (3.7.14)

Уравнения (3.7.14) и (3.7.8) совпадают с точностью до

обозначений, и аналогично формуле (3.7.9) получаем

In < Р\ £LIIА™ vnk || + р2 II А~пЬ{п) \. (3.7.15)

Замечание. Из замечания п. Г ясно, что теорема 3.7.2

есть частный случай теоремы 3.7.1. Мы выделили этот частный

случай, потому что оценка (3.7.15) несколько лучше по порядку,
чем это требуется формулой (3.7.2), входящей в определение

устойчивости.

§ 8. ПОГРЕШНОСТЬ ИСКАЖЕНИЯ И УСТОЙЧИВОСТЬ

МЕТОДА НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА

1°. Результаты § 6, 7 применим к методу наискорейшего
спуска, предложенному в свое время Дж. Темплем [200] и

независимо от него Л. В. Канторовичем [62] (см. также [64]),
который нашел также оценку скорости сходимости метода (см.
ниже, формула (3.8.3)); в статье Темпля установлен только

факт сходимости. Коротко напомним основные черты
рассматриваемого метода.

Пусть А — ограниченный самосопряженный положительно

определенный оператор, действующий в некотором
гильбертовом пространстве Я, и пусть требуется решить уравнение

Ax = f. (3.8.1)

Зададим произвольный элемент х(0> е //, который будем
рассматривать как нулевое приближение к искомому решению х*
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уравнения (3.8.1). Пусть построено (п—1)-е приближение
хСл-П; тогда следующее приближение дг(/х) строится по

формулам

^о-лдс»-.)-/, ая,м-(^ч JUy (3.8.2)

Как показано в [62, 64], х[п) ► хл с оценкой

1|^_^|К1£й(^)», (з.8.3)

где Л! и (л суть соответственно верхняя и нижняя грани

оператора А:

М = sup {Ах, х)у \х = inf (Ax, х).
II х Ц-1 Их ||-1

Таким образом, метод наискорейшего спуска связан с

рекуррентным процессом

jt^-B^-1* = /<»>, (3.8.4.)
где

Bn = I-on-iAy fn) = on-if. (3.8.5.)

2°. Исследуем погрешность искажения и устойчивость
процесса (3.8.4). Очевидно, что М-1 ^ оп-\ ^ уг1\ верхняя и

нижняя грани оператора Вп суть, следовательно, 1 — on-iyi и

1 —Од-iM. Далее,

Отсюда

\—Оп-\М^ —-, 1—a«^i(i<—др

|SJKmax(i^-, *^£)-*р. (3.8.6)

В обозначениях § 6 здесь Апп = /, Ап,п-]——S, Лл*=0,
k^.n — 2. Обозначим через Ф,, погрешность вычисления

величины ал_ь тогда Г«, „-1 = ФлЛ и Г„*=0 при кфп— 1; кроме
того, б(я) = ОJ.

Обратимся к формуле (3.6.6). Условие ||^4пяГпя|^р, 0 ^

^Р<1, здесь, очевидно, выполняется, потому что ГЛл=0.
Можно считать, что р=0, и формула (3.6.6) принимает вид

|Л_, <( Ш - |*)/|х + I vn \M)ln-i + I vn \(CoM + ||f ||). (3.8.7)

Здесь Со—какая-нибудь верхняя граница значений х{?]\ такая

конечная граница существует, потому что процесс
наискорейшего спуска сходится. Эту границу нетрудно вычислить, исходя
из неравенства (3.8.3).
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Проанализируем формулу (3.8.7). Пусть погрешность #п
достаточно мала, |*«|<8. Если при этом М <С 2ц, то

(М - |х)/ц + | vn | М < (М ~ |i)/|i + гМ := q,

и при достаточно малом е будет q < I. Теперь

I» <flu-i + еа, а = С0М + II /II. (3.8.8)
Заметим еще, что

1о = 0, (3.8.9)

потому что элемент л:(0) не вычисляется, а задается, и

естественно считать, что он задан точно. Очевидно, что \п ^ т«,

где \п—решение разностного уравнения

тЛ = ?тп-.1 + еа, т0 = 0. (3.8.10)

Решение этого уравнения есть тЛ = еа(1 — q)~~{{\ — qn)t и

оценка погрешности имеет вид

L^-r^d-fX-r^- (3.8.11)

Таким образом, если: I) М < 2\л и 2) е — верхняя граница
погрешностей величин оп-\

— достаточно мала, то погрешность
искажения метода наискорейшего спуска есть величина

порядка 0(e), и эта оценка
— равномерная относительно п.

Если хотя бы одно из условий 1), 2) нарушено, то может

случиться, что погрешности искажения будут неограниченно
возрастать вместе с га.

3°. Близкие результаты дает и анализ устойчивости.
Условие (3.7.5) очевидно выполнено, а условие (3.7.12) в данном

случае означает, что ||Brt||^ q < 1; это условие выполнено, если

М < 2ц, — тогда можно положить q = (М — \i)/\i. По теореме
3.7.2 процесс наискорейшего спуска устойчив, если М < 2\х. Тот
же результат дает и теорема 3.7.1.

4-. Если М ^ 2ц, то для оценки погрешности искажения

можно воспользоваться непосредственно формулой (3.8.7).
Допустим, что величина #„ ограничена; тогда (М — |x)/(|i +
+ #пМ) ^ г = const, и

!„</£„_,+|ип|а, |о = 0. (3.8.12)

Решение этого неравенства есть

iii<eZLl^k4-*. (3.8.13)

Зафиксируем натуральное число N. Если желательно, чтобы
было |л/ ^ S, где g— заданное малое число, то достаточно

вычислять Ok-u I ^ k <: Л', с такой точностью, чтобы

\vk\^l/(Nar"~k). (3.8.14)
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§ 9. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ МЕТОДА КОЛЛОКАЦИИ

1°. Неискаженная алгебраическая система метода коллока-

ции имеет вид

Mad^= f{n), (3.9.1)

где Мп-матрица чисел фь,ОТ = Ащп(*И. а(п) = (а\п}, $\ ...

■....*).Г-(/(Л/(Л...,/Ш
Пусть /С— компакт в m-мерном евклидовом пространстве /?т.

Точки // — узлы коллокации — выберем в вершинах
некоторой параллелепипедальной сетки, лежащих в /С. Ребра сетки,

параллельные k-й координатной оси, пусть имеют длину Н%\
& = I, 2, ..., т\ допустим, что cxhn^h^<^c2hn, где Cj и с2-
постоянные, и hn n^J 0.

Будем рассматривать а(/1> как элемент пространства /?д/, а

f(n) — как элемент пространства Ynst также А/-мерного, в

котором норма определяется так:

s — вещественная постоянная. Оператор, порожденный
матрицей Мп и действующий из RN в Yns, обозначим через Ап\
систему (3.9.1) можно записать в операторной форме:

Ana^ = fn); (3.9.3)

соответствующая искаженная система имеет вид

(Ап + Гп)Ь{п] = ?п) + 6{п\ (3.9.4)

Оператор, порожденный матрицей Мп и действующий в RN>
обозначим тем же символом Мп-

2°. Пусть sj*>— собственные числа неотрицательной

матрицы М*пМп- Мы будем называть числа s(n] сингулярными
числами матрицы Мп, хотя такое словоупотребление и не

является общепринятым; в частности, в [39] сингулярными
числами матрицы называются величины д/s^. Расположим числа

s^ в порядке неубывания: sj^^s^^ ... s{^\
Теорема 3.9.1. Если

s{n]>CohnS, Co = const > 0, (3.9.5)

и IIа(п)\\ ^ С\ = const, to вычислительный процесс метода кол-

локации (3.9.3) устойчив в смысле второго определения (§ 2>
глава 3) в последовательности пар пространств (RN, YNs)*
ЕсльГже

s{n] < YШK\ У (t) —* 0, (3.9.6)

то в той же последовательности процесс (3.9.3) неустойчив.
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По следствию 3.2.2 для устойчивости процесса (3.9.3) в

упомянутом смысле необходимо и достаточно, чтобы: 1) ЦЛ^Ч^Сь
2) |Лд!|-1|ая||^С2, где Сх и Сг—постоянные. Оценим
величину

g<=YNs *8hNs g^RN WShu

Из соотношения Мп1 (Мл) = (лО|я) следует, что

сингулярные числа матрицы Мйх суть l/s(n\ l/s{^{\ ..., l/s(rtl). Отсюда

[мг1Ч1(лО*п)-Т=1ЛДР
я окончательно

l^-'l-OUsbV. (3.9-7)

Если имеет место неравенство(3.9.6),то||Лй 1|^[y(^)]~ ^оо,

и процесс (3.9.3) неустойчив.

Пусть выпочнено неравенство (3.9.5). Тогда, |АГ!|^Со~1/2»
и условие 1) выполнено. Условие 2) выполнено по

предположению, и процесс коллокации устойчив.
Отметим частный случай. Прежде всего заметим

следующее: так как /еС(/С), то интеграл \ \f2(t)\dt является пре-

делом своих римановых интегральных сумм, а тогда

^Er-ilOT|2<C= const,

или, что то же, I/(rt)lr^w<C. Пусть теперь неравенство (3.9.5)
выполнено при s = m\ тогда норма \АпХ\ ограничена

постоянной С~1/2. Как было только что отмечено, нормы |/л)|кУт также

ограничены, а тогда ограничены и нормы ИЯ^Ця^^М^ЦХ
Х||/(д7)|кУт. По следствию 3.2.2 процесс (3.9.3) устойчив. Таким

образом, при s = m условие (3.9.5) необходимо и досмагочно

для устойчивости процесса коллокации (3.9.3).
3°. Выше (§ 3, глава 3) было дано определение сильной

минимальности последовательности систем

(ф*1,Ф*2, ..., qw); N = N{n)% n=lf 2, ... (3.9.8)

Введем еще одно определение: последовательность систем

(3.9.8) назовем почти ортоноржированной, если собственные
числа матриц Грама этих систем положительно ограничены
сверху и снизу. Очевидно, что почти ортонормированная
последовательность также и сильно минимальна.
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Теорема 3.9.2. Пусть X — сепарабельное гильбертово про-
странство, последовательность (3.9.8) почти ортонормирована
в Ху а процесс (3.9.3) устойчив в смысле второго определения
(§ 2 главы 3). Тогда процесс вычисления приближенного ре-
шения по методу коллокации устойчив в смысле того же

определения в последовательности пар пространств (XN, Yns)- Если
последовательность (3.9.8) сильно минимальна в X и процесс
(3.9.3) неустойчив, то процесс вычисления приближенного
решения также неустойчив.

Если последовательность (3.9.8) почти ортонормирована в

X, то

|U<;> - 2[% = (Мп (а{п) - ь1я))9 ап) -О < Ло!а(*> - ь'п%ч.
Здесь Мп — матрица Грама элементов (3.9.8) при
фиксированном я, Ло — верхняя граница собственных чисел этих матриц

(п) (п\
при всех я, х^ и zm соответственно неискаженное и

искаженное приближенные решения, с которыми векторы a<«> и bin)
связаны соотношениями

Процесс вычисления коэффициентов по предположению
устойчив, поэтому существуют такие постоянные р, q, г > О, что при
11Гя[К г будет

последнее неравенство означает, что процесс вычисления

приближенного решения устойчив.
Если последовательность (3.9.3) сильно минимальна в Ху

то, обозначая положительную нижнюю границу собственных

чисел матрицы Мп через Хо, имеем

II Jn) Jn) II ^. >• /Г" II Лп) h(n) IIII*. —2* 11>лДо II a
— b \\Rn.

По предположению процесс (3.9.3) неустойчив, поэтому при
любых, фиксированных независимо от п нормах ||Г*|| и ||б(п)||
нормы ||а(Л) — 6(/1)|| неограничены, а тогда неограничены и

нормы |х[п) — z[n)||» и процесс вычисления приближенных
решений неустойчив.

4°. Некоторые оценки наименьшего сингулярного числа ^
можно получить, исследуя определитель Dn := detAf„.
Ограничимся случаем m = 1, К = [0, 1 ], и пусть узлы tf] = //n, / = 1,

2, ..., п. Допустим, что функции yjpnk(t) = Aynk(t)
удовлетворяют условию Липшица с положительным показателем у и

с постоянной, которая оценивается некоторой степенью k:

I ^nk (П - +«* (П I < С*V -'" 1\ Р = const > 0; (3.9.9)
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предположим еще, что

\^nk(0\<Ckn. <x = const>0. (3.9.10)

Имеем (для упрощения обозначений пишем фА вместо if>nfe и

'/ вместо tf)
>i('i) *2(/,) ... iM'i)|
ltM'2) tfcfo) ... ЪпШDn

\*\(tn) ^Un)'"^n(tn)

(3.9.11)

Из первой строки определителя Dn вычтем вторую, из второй —

третью и т. д.; из (п— 1)-й строки вычтем п-ю. Элементы
первых п—1 строк примут вид tyk(tj)—tyk(tj+\) и оценятся по

неравенству (3.9.9): |ij>*(f/)— ф*('ж) | < Cn-v/fl; элементы

последней строки получат оценку Cka. По известной теореме Ада-
мара (см., например, [130]) получаем

Так как <х^0, то k' <\ и2а du и

Jfe

УП k2a < Г+1 и>« du < (2а + I)-1 (п + 1)2а+1;

аналогично

z;_1fe2p<(2p+ir,(n+i)2e+i.
Теперь

Сп 2а-Ц (23 + 1) («-D

1°^<-^Ьт)^+1)
2 2

, С, = const,

откуда легко получается и несколько более простая оценка

I А, | < C2Vp+1/2-v) <-|>+«+|*
С2 = const., (3.9.12)

Далее, D2 = det(мЖ) = s(„ns? ... sl^W*. отсюда

s<l) <D2/>< Cln(2*+1-2*«-i"»>+<*»+'v» <С^<P-v)+if Сз = const

(3.9.13)

Теперь из теоремы 3.9.1 вытекает, что если т = s= 1 и р > у,
то процесс (3.9.3) неустойчив. В частности, если v = U то ПР°"
цесс (3.9.3) неустойчив при р > 1.

5°. Пример. Пусть А — тождественный оператор. Тогда
задача состоит в интерполяции функции f(t) линейной

комбинацией ^
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на заданном компакте К. Пусть т = \, /С = (0, 1 ] и <рп*(0 =

■=<pn(t)=tk-1, 6 = 1, 2, ... Положим еще tf = t\n) = j/n, ) = 0,
1, 2, ..., п—1. Определитель коллокационной системы

Д,=

1 О

1 /1

1 U

о

tl

о

tn-

1 /Г1 /2й"1 ,л-1

= t\ti . . . /я-i

Ll<ft</<n

1 1

<1 /2

иг2 tr2

4)<1.

... 1

... tn-\

,л-2
. . . tn-\

.(/>-!)»
„л-i

В данном случае s(irt> < \=hh !» h = l/nt y(h) = h-+0 и кол-

локационный процесс неустойчив в последовательности пар
пространств (/?„, y^i).

6°. В заключение параграфа коротко изложим содержание
работы [11], в которой, по-видимому, впервые рассматривался

вопрос об устойчивости метода коллокации. В этой работе
рассмотрено обыкновенное дифференциальное уравнение

x'^(t)+ YTkZlck{t)x^{t) = f{t\ a<t<b, (3.9.14)

при краевых условиях

22Г-о [«/*^л>(«) + Р/*^^(*)] = 0. / = 0, 1, ..., 2т-U

«/*> Рм = const. (3.9.15)

Предположим, что соответствующая однородная задача
имеет только тривиальное решение. Тогда существует
последовательность полиномов Pk(t) степени т + k>

Pk(t)=Z7=o °kit * = 0, 1, 2, ...,

удовлетворяющая условиям (3.9.15). Эту последовательность

примем за координатную систему метода коллокации. За

узлы коллокации при данном п примем корни tf] полинома

<dn(t), где {(un(t)}—система полиномов, ортонормированная и

полная в метрике L2(a, &;р(0)> причем вес p{t) есть функция,
неотрицательная и суммируемая на (а, 6), такая, что

^[p(/)]-ld/<oo.
Таким образом, приближенное решение задачи ищется как

функция вида

xn(t)=Zkl\apPk(ty, (3.9.16)
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коэффициенты ар определяются из системы уравнений

z:»0югот+zzl ct от л*> oti ар-

-/(/И. /=U 2, .... п. (3.9.17>

В предположении, что коэффициенты ck{t) и свободный
член /(/) непрерывны, доказывается, что система (3.9.17)
однозначно разрешима при достаточно больших п\ приближенные-
решения xn{t) сходятся к точному решению x*(t) в метрике
L2 (a, b\ p (t)I).- Погрешность аппроксимации имеет оценку

UT-xTX (a,6..p»<^nUim))' (3.9.18>

где <$п(ц) есть наилучшее приближение функции u(t)
полиномами степени не выше п в метрике £г(а, Ь\ р).

Обозначим через Нп подпространство пространства

L2(a,6;p), образованное полиномами вида (3.9.16) с

произвольными коэффициентами а{£\ Доказывается, что процесс
вычисления приближенных решений xn(t) устойчив в

последовательности пар пространств (НПу Rn) тогда и только тогда,
Г dmPk \

когда последовательность { dffn
> сильно минимальна в

L2(ayb-yp).

§ 10. О ПОГРЕШНОСТЯХ СОСТАВЛЕНИЯ
СИСТЕМ РИТЦА И БУБНОВА —ГАЛЕРКИНА

Г. В § 1 данной главы получена оценка искажения

(формула (3.1.7)) для свободного вычислительного процесса; чтобы

воспользоваться этой формулой, необходимо иметь оценки норм
операторов Гп — погрешностей операторов Ап и элементов 6(rt) —

погрешностей правых частей уравнений (3.1.1). В настоящем

параграфе будут даны некоторые такого рода оценки для

случая, когда вычислительный процесс представляет собой

последовательность систем Ритца или Бубнова — Галеркина для

линейного дифференциального уравнения, обыкновенного или

в частных производных. Метод Ритца можно рассматривать как

частный случай метода Бубнова — Галеркина, когда данная

задача— положительно определенная, поэтому ниже в данном

параграфе мы будем говорить о методе Бубнова — Галеркина.
2°. Рассмотрим линейное эллиптическое дифференциальное

уравнение в области Q e /?m, т ^ 1,
2s

^|a|
У _0Aa(t)Dax(t) = f(t). (3.10.1)

Для простоты ограничимся первой краевой задачей:

V/t=dQ; Va, 0<|а|<$—1, Dnx(t) = 0. (3.10.2>
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Примем, что оператор задачи (3.1.0.1), (3.10.2) можно

представить в виде Ло + К/где А0 положительно определен в

L2(Q), и Ао~1К вполне непрерывен в энергетическом
пространстве Н0 оператора Л0. В таком случае эту задачу можно
решать приближенно по методу Бубнова — Галеркина. Выберем
в Н0 полную систему подпространств {Нп}\ пусть N = N(n)
•есть размерность Нп и пусть

(Фш. Фя?. .••> Фиат) (3.10.3)
— базис в Нп. Система Бубнова — Галеркина имеет вид

Ana^= fnK (3.10.4)

где а(п) и /(/1> — векторы в /?#; Ап — матрица fa/^l/^.p причем

<*/* = \ Ф«/ (t) У"3 A* (/) D\nk (/) dt (3 1 .5)

И

f{fn) = (f,<Pln)=\ f(t)q>nf(t)dt. (3.10.6)

Интегрируя (3.10.5) по частям и используя краевые (3.10.2),
можно преобразовать интеграл (3.10.5) так, чтобы его

подынтегральная функция содержала производные от фп/ и ynk

порядка не выше s.

3°. Пусть Ла, f, (fnj суть полиномы от t\ относительно

области Q допустим, что интегралы \ f dt вычисляются точно,
Jq

каков бы ни был мультииндекс а. Если т = 1, то достаточно

допустить, что Q — конечный промежуток; если т > 1, то

нашему требованию удовлетворяет, например, любой

многогранник, а также эллипсоид и некоторые другие области.

Будем считать, что вычисления производятся с повышенной

точностью. Тогда по формуле (1.1.9) получаются оценки

|б(а#)1<е,кП |в/Н<в|/Н. (З.Ю.7)

Если обозначить через Г„ и б(п) погрешности матрицы Ап и

вектора /(п> соответственно, то из (3.10.7) следует

16(п) | < е, 1Г |, || Г„ || < е, || Ап ||е < в, л/й II Ап ||. (3.10.8)

Теперь для рассматриваемой здесь задачи можно придать

оценке (3.1.7) более конкретный вид, именно, ее можно

выразить через данные задачи. Обозначим через Рп = \\Ап\\ • |Л„ х\
число обусловленности матрицы Ап и заменим через \fn)\ • \Апх |
оценку нормы ||*(п,||. Тогда, если

V^ «чЛе^Р. 0<p< 1, (3.1 \9)
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то

L<-K-|(V^.+ .)H">. (3.10.10>

4°. Пусть теперь данные функции не полиномы или область

Q такова, что интеграл \ ta dt не вычисляется точно. На прак-

тике достаточно часто -встречаются функции, которые
выражаются точно через конечное число арифметических действий-
над независимыми переменными и над несколькими

элементарными функциями, такими, как степенная, показательная,

логарифмическая, тригонометрические и реже функции Бесселя„
эллиптические интегралы и функции и некоторые другие. Имея
это в виду, будем считать, что данные функции (коэффициенты
и свободный член уравнения, координатные функции и т. п.)
таковы, что с помощью специальных подпрограмм их значения

могут быть вычислены, например, с точностью О (ej). Имея

значения подынтегральных функций, применяя квадратурные
(или кубатурные) формулы и производя промежуточные
вычисления с повышенной точностью, мы получим значения этих,

величин с погрешностями, которые можно оценить

неравенствами (3.10.7), если к их правым частям прибавить оценки

погрешности использованных кубатурных формул. После этого-

нетрудно написать формулы, аналогичные формулам (3.10.9),
(3.10.10) и оценивающие нормы ||ГЯ|| и ||б(Г1)||.

Глава 4

ПОГРЕШНОСТИ АЛГОРИТМА И ОКРУГЛЕНИЯ

§ 1. ЧИСЛО ОБУСЛОВЛЕННОСТИ

Г. Пусть А — ограниченный и ограниченно обратимый

оператор, действующий из банахова пространства X в банахова

пространство У. Числом обусловленности оператора А
называется произведение

Рд = ||Л||.|Л-1|. (4.1.1>

Очевидно, что РА ^ 1.
Если X = У = Rn, то А есть числовая квадратная матрица

порядка п. Если эта матрица положительно определенная, то

\\А\1 = №, ||Л-11|= 1/Я^1), где № и К{п] суть соответственно

наименьшее и наибольшее собственные числа матрицы Л; в

этом случае число обусловленности равно

Pa = W/W. (4.1.2)
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Если А — произвольная неособенная квадратная матрица
<в Rnt то матрица А*А положительно определенная. Пусть
s{£] и s{*]—наибольшее и наименьшее собственные числа

последней матрицы. Тогда, очевидно,

P^ =V^V^ (4.1.3)

2°. Число обусловленности оператора играот большую роль
зо многих вопросах, касающихся оценок погрешностей. Особо

важную роль это понятие играет в оценках погрешности

решений линейных алгебраических систем (см., например, [25,39,
202, 138], а также раздел II настоящей книги). Укажем еще
один важный случай. Пусть А — ограниченный и ограниченно
обратимый оператор, действующий в сепарабельном
гильбертовом пространстве Я. Уравнение

Ax = f (4.1.4)

будем приближенно решать по методу наименьших крадратон:

каждому натуральному п сопоставим (вообще говоря, другое)
натуральное N и выделим из Н подпространство N измерений

Нп. Найдем элемент х^^Нп, такой, чтобы | Ах{"] — f|| = min;
существование и единственность такого элемента очевидны.

Оценим [118] погрешность аппроксимации рп элемента х{?\
рассматриваемого как приближенное решение уравнения (4.1.4).
Имеем х.- х[п) = А~{А(х,- х[п)) = А~{ (f ~- Ах\п)) и,

следовательно, p<J А~х\ • |/ — Ах{"]\\. Если я(п) — произвольный элемент

из #„, то

1^-ЛхГ1<|/-Ас(я>|-|Л(х.-х«)|<ИЛ||.и.-хП
Рп<Ра\\х.-хМ\\.

Взяв справа нижнюю грань по всевозможным х(п)^Нп и

обозначив

V*e=tf, #„(*) = inf Wx-x^l

получим интересующую нас оценку:

ра<Рл*п(х.). (4.1.5)

§ 2. ПОГРЕШНОСТЬ АЛГОРИТМА

В ИТЕРАЦИОННОМ ПРОЦЕССЕ

1°. Как хорошо известно, если А — самосопряженный
оператор в гильбертовом пространстве Н и его верхняя и нижняя

грани удовлетворяют неравенствам 0 < т ^ М < оо, то

задачу (4.1.4) можно преобразовать так, чтобы она решалась
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итерациями. Достаточно заменить уравнение (4.1.4) таким, ему

равносильным:

(/ - в)х = 2f/(M + т), В = / - 2А/(М + т). (4.2.1)

Нижняя и верхняя грани оператора В равны соответственно-
=F (М — т) I (M + т), поэтому

|| в || - (М - т)/(М + т) - (Рл - 1)/(Рл + 1)< 1 (4.2.2>

и простые итерации для уравнения (4.2.1) сходятся как

геометрическая прогрессия со знаменателем (Ра— 1)/ (Рд + 1). Ясно,,
что сходимость тем быстрее, чем меньше число

обусловленности; если же РА достаточно велико, то сходимость может быть

сколь угодно медленной.
2°. Соображения п. 1° применим к классическому методу

Ритца. В сепарабельном гильбертовом пространстве Но
рассмотрим задачу о минимуме функционала |л:|2 — 2/лг, где | • | —

норма в //о, а / — линейный функционал, определенный и

ограниченный на всем пространстве Я0. Выберем в Н0
координатную систему {фп} и обозначим через #ол) подпространство
пространства Н0 с базисом (фьф2, ..., Ф«). Приближенное
решение нашей задачи построим как элемент подпространства Н(£К
реализующий минимум упомянутого функционала на этом

подпространстве. При этом **я) определяется выражением (2.1.3),
а коэффициенты скъ* определяются из алгебраической системы

(2.1.4), которую запишем в виде

MnaW = f{n)\ (4.2.3)

смысл обозначений очевиден. Обозначим через Я^ и дМ
соответственно наименьшее и наибольшее собственное число

матрицы Ритца Мп и положим6,1 = /п — 2Мп/(кп) + ЛлЯ)). Уравнение
,(4.2.3) заменим следующим:

а{п) - Впа{п) - 2fn)IW + Х{пп))> (4.2.4)

которое разрешимо итерациями, так как || Вп\\=(Рп—1)/(Рп-\-1) <
< 1; Рп = РмПт Если начальное приближение принять равным
нулю и если ограничиться N итерациями, то соответствующая
погрешность алгоритма для уравнения (4.2.4) имеет оценку

2УУЧ1 \\в\Г*=\\£Ч N+i

xg> + C> \-\\в\\ хй> ||5" • к^щ

Если Х{п *0 или К{п] *оо, то \\Вп\\ >• 1, и оценка
П-±оо rt-»oo rt->>oo

погрешности алгоритма ухудшается. Поэтому желательно

использовать такую координатную систему, для которой Ло^Я!,1^
^я!гЛ)^Ло> где А,о и Ло—положительные постоянные; иначе

говоря, целесообразно в качестве координатной брагь почти
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юртонормированную в Н0 систему. В этом случае можно

определить матрицу Вп проще: можно положить Вп = 1п—
— 2М„/(Л0 + Аю) и вместо (4.2.4) составить уравнение

ain) _ Впаш = 2Г/(А0 + Я0), (4.2.6)

ое уравнение (4.2.3). При так

сняя грани матрицы Вп соответс

2ЯУ> ^х_ 2Л, Л,,-*,

также равносильное уравнение (4.2.3). При таком

определении нижняя и верхняя грани матрицы Вп соответственно равны

|
~~

Ч ^^ I —»
"

KJ U J

'
А I а 5^ *

Ло + Яо Ло + Ло Л0 + ^о

Отсюда следует, что ||Вп||^(Л0 —^0)/(Л0 + Х0); правая часть

этого неравенства постоянна и меньше единицы. Для
погрешности алгоритма после N итераций получаем оценку

Докажем, что ||/(п)||^ С, где С не зависит от п. Почти орто-

лормированная система сильно минимальна; в [90] доказано,
что если координатная система сильно минимальна, то

последовательность векторов а(я>, дополненных нулями, имеет

предел в /2. Отсюда вытекает, что последовательность ||a(,I,|k
ограничена. Пусть ||а<я>||д ^ с0 = const. Тогда из уравнения

(4.2.3) находим

|Н<|А1(,В-|а,-,|<Л?>|а«в,|<АвСь.
м из (4.2.7) следует оценка погрешности алгоритма, не

зависящая от п:

ЛрСр ( Л0 — Х0 \М+\(«тег- <«-8>

3°. Соображения и результаты настоящего параграфа
очевидным образом переносятся на обобщенный метод Ритца.

§ 3. ПОГРЕШНОСТЬ ОКРУГЛЕНИЯ
В ИТЕРАЦИОННОМ ПРОЦЕССЕ

1°. Обратимся к системе (3.6.2); будем считать, что она

может быть как конечной, так и бесконечной. Для дальнейшего

важно, что операторы Ank + ГПк и свободные члены /<я> + б(/1)
известны точно. Для краткости обозначим

Ank + Ynk = Anky Г + 6{п) = ~f{n\ (4.3.1)

тогда система (3.6.2) запишется в виде

V«>0, Zl-eiW'-r. (4.3.2)
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Нетрудно видеть, что если нормы | Ап£Гпк1 достаточно малы,

то операторы Апп ограниченно обратимы, а произведения АппАпк

ограничены, и что если справедливо неравенство (3.7.4), то

справедливо и аналогичное неравенство

п>09 |z(rt1<ComaxU/77(/,|L Co = const. (4.3.3)

Точное решение системы (4.3.2) есть

п>о, гw,=-£;;:lд«,w*>+вд<',,. (4.з.4>

Вычисление правой части равенства (4.3.4) обычно связано с

некоторой погрешностью. Пусть i»(l), i>(2), ..., v{n-{) —

некоторые точно известные элементы и пусть z{n) — точное значение

выражения
- LlZl A™\kvin) + ХГ?п)> (4.3.5)

примем, что, вычисляя величину (4.3.5), мы в результате
ошибок округления получим не элемент г(гг), а некоторый другой
элемент v{n) = г(Л> + а(пК Здесь а{п) — результирующая ошибка

округления; допустим, что она удовлетворяет неравенству

||а<яЧ|<в||0<я>||, (4-3-6)

где е — заранее заданное положительное число, которое может

быть сколь угодно малым. Следовательно, мы принимаем, что

элемент г(л) вычисляется с относительной погрешностью, не

превосходящей е. Если величина (4.3.5) вычисляется с

повышенной точностью, то можно в соответствии с формулой (1.1.9)
ПРИНЯТЬ 8 = 8ь

2°. Обозначим — AnnAnk — Япк, Annfin) = b{n\ В этих

обозначениях система (4.3.4) и неравенство (4.3.3) примут вид-

п -> О, z,r» = ZШапкг*> + Ь™ (4.3.7)
и

n>0, ||^MKC0max||6(/)|. (4.3.8)

Решая систему (4.3.7) и учитывая ошибки округления,
получаем последовательность элементов

0(0) = 2{0) _|_ а(0) :== г(0) + Y(0)f

г/U) = aioV(0) + b(D + ad) = г(1) + aio(X(0) + а(|) :== гЛ) + yiU
и т. д. Общие формулы имеют вид

v{n) — ZlZlankV{k) + Ь^ + а<«>; (4.3.9)

V(n) = Z{n) + у{П); (4.3.10)

y{n)=LZl0ankV{k) + «in). (4.3.11)
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Система (4.3.11) с точностью до обозначений совпадает с

системой (4.3.7); из (4.3.8) следует теперь, что

|| у{п> || < С0 max || <х<'> || < С0е max || v^ || <
/ < п / < п

<С08Гтах||^М1 + тах||у(/)1П
"

(4.3.12)

Допустим, что нормы \\z{n)\\ ограничены независимо от п\ эта

будет, например, если выполнены условия теоремы 3.7.1, а

-погрешности Tnk и б(Л) достаточно малы. Пусть ||2(п)||^^ь тогда

II У{п) II < С<Дв + С0е maxl Y(/) IL (4.3.13)

Если k^nt то из (4.3.13) следует

II Y(fe) II < С0С{г + С0е max || Y</> II < С0Схг + С0е max || Y<» ||.

Допустим, что max || Y:/) II достигается при / = I. Тогда || Y(/) г ^
^SoQe + Coell^ll или II ^IKCoQeAl — С0е) и тем более

\\у{п)\\<С0С{е/(1-С0е). (4.3.14)
Таким образом, при сделанных выше предположениях

ошибки округления ограничены и стремятся к нулю вместе с е

равномерно по гс.

3°. Близкие результаты получаются и в том случае, когда
вычисления ведутся с заданной абсолютной погрешностью. По-

прежнему считаем, что при вычислении элемента (4.3.5)
получается элемент vin) = г(Л) + а{п\ но на этот раз ||а(п)||^е;
число е по-прежнему считаем сколь угодно малым.

Соотношения (4.3.7)—(4.3.11) остаются в силе; цепочка неравенств
(4.3.12) упрощается и приводит к нужному результату:

|| ум || < С0 max || а<» || < С0е. (4.3.15)

§ 4. ПОГРЕШНОСТЬ ОКРУГЛЕНИЯ

МЕТОДА НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА

Г. Как было отмечено в § 8 главы 3, метод наискорейшего
спуска сводится к рекуррентному вычислительному процессу;

входящие в описание этого процесса операторы Вп и

свободные члены р> определяются формулами (3.8.5) и (3.8.2).
Погрешность округления в общем случае определяется

рекуррентным соотношением (4.3.11). Для определенности

допустим, что вычисления производятся с заданной абсолютной

погрешностью, так что ||а(/х>||^ е. Для метода наискорейшего

спуска

Ann = I; Az,*-i = — В = — (/ — оп-\А)\ Ank = 0, k^n — 2;
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(§ 8 главы 3). Отсюда

Ann = I; An.n-\ = — / + (<т«-1 + ип)Л; Ank = 0, &</t —2;

ап.«-1 = 7 — (aft-i + ^«)A; а„* = О, кфп—\.

Уравнение (4.3.11) в данном случае имеет вид

V* > 1, у{п) = [/ - (cr„-i + ия) Л] у(я-1) + а{п). (4.4.1)

Оценим величину %п :=||ая, я-ill. Допустим, что a^_i при
любом л вычисляется с малой относительной погрешностью е',
так что \Ьп\ ^ е'ал-ь Оператор ап, л-i

— ограниченный
самосопряженный; его нижняя и верхняя грани суть соответственно

1 - (<хя-1 + «„) AI > 1 - (l/|i + е'/ц) Af = - (Af - |х)/|х - e'Af/|i
и

1 - (сгя_, + 1)Я) |А < 1 - (1/М - e7|i) Ц = (М - |i)/Af + eV/Af.

Отсюда
тя < (Af - |i)/|i + e'Mf\i := т. (4.4.2)

Из этого соотношения вытекает неравенство

Vai>1, llY^MKTllY^MI + e'; (4.4.3)

сразу отметим, что у{0) = 0, потому что у(0) есть погрешность
точно заданного элемента л:(0). Решение системы неравенств

(4.4.3) есть

Vai>1, ||Y(rt>IK(T(m- 1)е7(т- 1). (4.4.4)

Если М < 2jx, то при достаточно малом е' будет т < 1 и

Vw < e7(l — т). (4.4.5)

В этом случае погрешность округления ограничена независимо

от п и имеет порядок 0(e). Если же М ^ 2ц, то не

исключено, что с возрастанием п погрешность округления может

неограниченно возрастать. Тот же по существу результат
получается, если округление производится с заданной
относительной погрешностью.

2°. Пример. В пространстве L2(0, 1) рассмотрим уравнение

(at+l)x(t)=U a = const > 0, (4.4.6)

с очевидным решением x = (at + \)~1. Оператор умножения на

функцию at 4- 1 — положительно определенный и

ограниченный, и уравнеие (4.4.6) можно решать методом наискорейшего

спуска. За начальное приближение возьмем л-0 = 0.

Вычисления произведем для значений а =1/2, 1, 3, 10. В нашем

примере |i=l, М = а+\ и, следовательно, (М — \х)/(М + ц) =
= а/(а + 2) и (М — \\)/\х=а. Наименьшее число итераций,
достаточное для получения погрешности алгоритма, меньшей,
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чем 10~4, было подсчитано по формуле (3.8.3); значения этого

числа приведены в табл. 12. В табл. 13 приведены точные и

приближенные значения

искомой функции. Как и

следовало ожидать, приближенные
значения вполне

удовлетворительны для значения а = 1/2,
при котором М < 2|г, они

оказались удовлетворительными
также при а= 1, когда М =

= 2(i. Большие значения а

приходят к следующему
результату: при не очень большом

числе итераций точность приближенных значений функции x(t)
повышается, затем эта точность резко падает.

Таблица 13

М — и
а
—

и

М-\1

Число
итераций

1/2

1/5

6

Та

1

1/3

9

блица 12

6

1/2

19

10

5/6

51

Узлы
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

а= 1/2

Точное решение
1,0000
0,9524
0,9091
0,8696
0,8333
0,8000
0,7692
0,7407
0,7143
0,6897
0,6667

Результат 6итераций
0,9920
0,9484
0,9075
0,8691
0,8333
0,8000
0,7692
0,7410
0,7152
0,6919
0,6711

а=*1

Точное решение
1,0000
0,9091
0,8333
0,7692
0,7143
0,6667
0,6250
0,5882
0,5556
0,5263
0,5000

Результат 9итераций
0,9966
0,9081
0,8331
0,7692
0,7143

1 0,6667
0,6250
0,5882
0,5556
0,5267
0,5010

_.

Точное решение
1,0000
0,7692
0,6250
0,5263
0,4545
0,4000
0,3571
0,3226
0,2942
0,2703
0,2500

Результат 10итераций
0,9525
0,7601
0,6240
0,5264
0,4546
0,4000
0,3571
0,3226
0,2942
0,2707

I 0,2527

Результат 1эитераций
—21 609
— 16 654

-5187

689,9
440,7
33,34

-48,32
-1792
17 528

135 369
I 455 927

v

<з = 10

I

очное решение
1,0000
0,5000
0,3333
0,2500
0,2000
0,1667
0,1429
0,1250
0,1111
0,1000
0,0909

Результат 8итераций
0,9238
0,5016
0,3333
0,2556
0,2052
0,1667
0,1398
0,1236
0,1119

1 0,0995
0,0930

Результат 10итераций
3983

-337,8
23,97

-79,02
-7152

-13,63.
8091
4940

-3715
2581

-14 112

Далее наступает переполнение и вычисление последующих
итераций становится невозможным. Эти явления находятся в

соответствии с результатами данного параграфа и § 8 главы 3.



Раздел II

ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Прикладное значение теории линейных алгебраических
систем хорошо известно. Наиболее распространенные в

настоящее время методы приближенного решения задач механики и

математической физики, такие, как методы Ритца, Бубнова —

Галеркина, наименьших квадратов, конечных элементов, сеток,

интегральных уравнений и др., будучи применены к линейным

задачам", сразу приводят к линейным алгебраическим
системам. Если же перечисленные методы применяются к

нелинейным задачам, то они приводят к нелинейным системам с

конечным числом числовых неизвестных, которые, в свою

очередь, могут быть сведены (например, по методу Ньютона —

Канторовича) к линейным алгебраическим системам.
Естественным поэтому является то большое внимание, которое в

последние десятилетия уделяется улучшению старых и разработке
новых методов численного решения линейных алгебраических
систем и оценке погрешностей этих методов. Первой в

мировой литературе книгой, в которой были систематизированы
важнейшие методы решения задач, связанных с линейными

алгебраическими системами, была монография В. Н. Фаддее-
вой [141]; в значительно расширенном и переработанном виде

эта монография вышла под именами Д. К. Фаддева и В.Н. Фад-
деевой [139]. Позднее появились также завоевавшие широкую
известность монографии Дж. X. Уилкинсона [202,138],
В. В. Воеводина [25] и некоторых других авторов, а также

большое количество журнальных статей; в этих работах
наряду с описанием самих методов решения задач, связанных
с линейными алгебраическими системами, содержится много

интересных и важных результатов, относящихся к

погрешностям этих методов.

Автору кажется, что при всей значительности результатов

упомянутых здесь работ проблема погрешностей линейно-алгеб-
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раических методов в этих работах не исчерпана до конца. По
этой причине автор считает возможным изложить некоторые
результаты своих исследований названной здесь проблемы. Эти
исследования опираются на данную автором классификацию
погрешностей (см. главу 1) и на содержание предшествующих
глав данной книги; они частично опубликованы в [114—117].
Самые результаты исследований автора частично известим,

частично, по-видимому, являются новыми.

Глава 5

МЕТОД ГАУССА

§ 1. СХЕМА ВЫБОРА НАИБОЛЬШЕГО ЭЛЕМЕНТА.
ИСКАЖЕНИЕ МАТРИЦЫ И СТОЛБЦА СВОБОДНЫХ ЧЛЕНОВ

1°. Рассмотрим линейную алгебраическую систему

Ax = f (5.1.1)

или, в более подробной записи,

так что A = [au]™f_{9 f = (/,,/2, ..., fm)\ х = (х[ух2, ..., хт)'.

Будем считать, что матрица А— неособенная. Это

предположение, а также введенные здесь обозначения мы сохраним на

протяжении всего второго раздела.
Решать систему (5.1.1) будем по методу Гаусса, который

подробно изложен в [139]. Более определенно мы

воспользуемся схемой метода Гаусса, связанной с выбором наибольшего
элемента. Этот выбор можно выполнить двояко: можно

выбрать наибольший элемент рассматриваемой матрицы и

соответственно переставить ее строки и столбцы; можно также

выбрать элемент, наибольший в рассматриваемом столбце — при
этом придется переставлять только строки. Для последующего
это различие не играет роли; можно только заметить, что

первый способ приводит, вообще говоря, к меньшим оценкам

погрешности.
Указанные здесь перестановки приводят к появлению

некоторой новой матрицы А и новых векторов х, f, связанных

уравнением
__

Ax = f. (5.1.2)

Нетрудно видеть, что в Rm

и л ц=ми, Цл-чни-1!, и*и=и*и, и Fи=и/и. (5.1.3)
2°. По схеме выбора наибольшего элемента матрица А

разлагается в произведение A = L~lU, где L и U — треугольные
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матрицы, соответственно нижняя и верхняя (по терминологии
книги [139] — левая и правая). Матрица L есть произведение
нижних треугольных матриц L// вида [35]

Lu =

1

1

1

i>2,

1</<т — 1,
i > U

каждая из которых имеет единицы на главной диагонали и

единственный отличный от нуля элемент а^ ниже главной

диагонали на пересечении /-й строки и /-го столбца. Существенно,
что

К|<!- <51-4>

При фиксированном / матрицы Ьц коммутируют. Если
обозначить через Lj произведение матриц Ьц9 i = / + 1, / + 2, ...

..., т, то [35]
L = Lm-\Lm-2 ... L2L1. (5.1.5)

Lj есть нижняя треугольная матрица с единицами на главной

диагонали. Элементы /-го столбца, расположенные под

главной диагональю, суть aflhj, а/°|о,/» остальные

элементы этой матрицы равны нулю. Таким образом,

1
1

Lf =

0/+ 1./

о

(5.1.6)
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3°. Прямым ходом метода Гаусса система (5.1.1)
преобразуется в рекуррентную систему

Ux=L~f' (5.1.7)
обратный ход состоит в решении этой системы.

Матрица U и вектор Lf вычисляются с некоторыми
ошибками, которые приводят к искажению системы (5.1.7). Пусть
Г — матрица искажения матрицы U, а б — вектор искажения

вектора Lf. Вместо системы (5.1.7) мы на самом деле построим
и будем решать искаженную систему

(U + T)z = Lf + b. (5.1.8)
Наша ближайшая цель — оценить норму ||Г||. Попутно

будет оценена и норма ||б||.

§ 2. МАТРИЦА £ И ЕЕ ПОГРЕШНОСТИ

1°. Вычислим произведение L() = L/L/-i
со случая / = 2:

1

О 1

О а<°2> 1

О а<*> 0 1

L2Ll

х

0

"l

U21

а<°>
31

о*?т2

1

0

0

1

0

.<> о о

L2L1. Начнем

х
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Легко убедиться, что произведение есть треугольная
нижняя матрица с единицами на главной диагонали и что под

главной диагональю в произведении ненулевые элементы
располагаются только в двух первых столбцах, причем

произведение имеет вид

1

Ц2):

tt21

а(1)w31

а(1)а41

1

а32

а42

1

0

аа) а(0) оLTm\ Um2 U

(5.2.1)

элементы а^ вычисляются по формуле

/>2, а<» = <2Цо> + а<°>.

2°. Ясно, что для k = 2 справедливо представление

(5.2.2)

1

1

«а» «8 i

a(fe-2) a(ft-3)

„(ft-1) a(ft-2)
"ft+ l. 1 "ft+1.2
„(ft-!) a(ft-2)
aft+2, 1 Uft+2, 2

«4?*-.

U£+2, ft-1

a<°> 1

a*0) 0 1
afe+2, k

U X

Lami um2

(5.2.3)

a*1* a<°> 0 01

где элементы а!Ц\ n^k — 1, вычисляются по формуле

(5.2.4)
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Докажем, что если представление (5.2.3), (5.2.4) верно для

некоторого k, то оно верно и для& + 1. Умножим L{k) слева на

1

1

Lk+\ — а(0)

Ctm. ft+1
1

получается из L
'

заменой k

%^kt вычисляются по фор-
самым формула (5.2.3) доказана для тех

элементы affi

Используя правило умножения матриц, нетрудно убедиться,
что произведение Lu+1) = Lk+{L{kl ™ — '(fe)

на k + 1, причем

муле (5.2.4). Тем

k^tn— 1; при k--

1
МО)
tt21

аз1

-т-
!(т)1 имеем L —L и, следовательно,

<>
а32

и42 а(0)U43

а(т-2)
ml

а(т-3>
т2

а(т-4) *(0>

(5.2.5)

•

т, т—1

3°. Оценим норму матрицы L. Ее можно представить в виде

О

& > О, Af* = иЛ+1,1

а*+2,2
(5.2.6)

102



отличные от нуля элементы матрицы Mk расположены только
на (k + 1)-й нижней диагонали. Имеем

II L\\<ZZo 0Af*||=l +ZVjMk II.

Так как |al^|^ 1, то, как это следует из формулы (5.2.4),

тах^^гтах!^-1*!,

откуда вытекает неравенство

max|aj*>|<2*. (5.2.7)

Матрица Мк осуществляет следующее преобразование Rm -*

-*Rm: если х=\хь х2, ..., хт) н у= (уи уъ ..., ym)=Mkx, то */,=
= %=...= Ук

= 0, j>k, y,= afji\Xj_k. Отсюда ||Мкх||<
<2*-'||*||. ||МЙ||<2*-' и

Ш< 1 + EГГ1l2*-, = 2'n-,. (5.2.8)

Оценку (5.2.8) можно в некоторых случаях улучшить. Если

|og'|<a<l, (5.2.9)

то по формуле (5.2.4)
max |о<*>|<(1 + a) max I ей-» I.

i, i
'

t.J
' '

Отсюда

max|a<f|<(14-a)ftmax|a<°>|<a(l +a)*. (5.2.10)

Теперь ||MJ|<a(l +a)k~] и

IILIKl+oZrr.'d+a^-'-O+or-1. (2.5.11)

Замечание 1. Формула (5.2.11) точна по порядку. Чтобы

убедиться в этом, рассмотрим случай a$) = a = const, 0<a^l.
В этом случае a^ = a(l + a)fe. Пусть х е Rm имеет только одну

составляющую, отличную от нуля, хх > 0. Тогда ||x|| = jci и

Lx = (xb ax{, a(l+a)^, ..., a(l +а)т~2д:1).
Отсюда

\\Lxf= [l + a2 ЕГ=~о2(1 +«)2Й]^ =

-{l + a[{l+;E*~l] }lxf>r^(l+af"-'|xf
и, следовательно,

||L||>Va/(2 + a)(l+a)m-1. (5.2.12)

103



Замечание 2. Из вывода формулы (5.2.11) ясно, что

HLIKO+a)"1-1 (5.2.13)
(определение матрицы L см. в глазе 1, § 2, п. 1°).

4°. Неравенство (5.2.12) показывает, что оценка (5.2.11)
достигается (по крайней мере по порядку), если числа <х$>
положительны и постоянны. В общем же случае может оказаться,

что оценка (5.2.11) завышена, что видно из следующего

примера. Пусть aj^ = — а = const, 0<a< 1. Из формулы (5.2.4)
легко вытекает, что в данном случае <4*) = — а(1 — а)Л, и

ненулевые элементы матрицы Mk (формула (5.2.7)) равны —а(1 —
— a)k. Отсюда

\\Mkxf = o?{\-afk Z7."i*^<a20 -«Л*»2;
||MJ<a(l-a)*; || L||< 1 + a £^(1 - a)* = 2 - (1 - a)m < 2,

и в нашем примере норма ||L|| ограничена независимо от т.

В более общем случае, если бы оказалось, что — а^а^<0,
0<а<1, и что при любом фиксированном k^m — 2 числа
а<*> все имеют один и тот же знак, то слагаемые в (5.2.4) имели

бы разные знаки, и было бы справедливо одно из двух
неравенств:

max | a[f | < max | ag> | • max | aff~v |; max | a\f | < max | а**-1* |.

Заметим, что из первого неравенства вытекает и второе:

max | а$> | < а max | а**-1* | < max | а**-1* |.

В свою очередь, отсюда следует, что в обоих случаях maxla^M^
^a. Теперь

Vx<=Rm, ||Lx|P<||x|p + a2Z7.2(Z!-!l^/l)2<
<||jc||2[l+a2m(m-l)/2]

и, следовательно,

||L||<Vl +a2(m—l)m/2. (5.2.14)

Замечание 3. Формулы (5.2.8), (5.2.11) —(5.2.14), дающие
оценки нормы ||L|| в различных условиях, очевидно, остаются

верными и для нормы ||L||.
5°. Обозначим через Л погрешность матрицы L и через

Xf> — погрешность числа а(.*р, так что

л-[МП?,-,. *-'-/-!; КПм^С+ МГ.
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По формуле (1.1.9) находим, что с точностью до членов

высшего порядка малости | Xffi | ^ е11 aff |. Отсюда следует, что

Л © exL и

DAIKeillLII. (5.2.15)

§ 3. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ИСКАЖЕНИЯ

1°. Пусть, как об этом сказано в § 1, Г=б(/У). Тогда
U + Г = (L + Л) А + Л', (5.3.1)

где Л' — погрешность вычисления произведения (L + А)А:= D-

По формуле (1.2.4) || Л'II = II6(£>)II ^^ ||5||, или, если отбросить

члены высшего порядка малости^|| Л' H^eJIZ^ H^eJI L|| • || Л|| -yjm.
Из (5.3.1) следует, что Г = ЛЛ + Л' и

|| Г || < II АЛ || + || А'1| < || А || -1| А || + || А' ||. (5.3.2)

Используя полученные выше оценки норм Л и Л', найдем

1|Г||<е1(1 W^)ll£|l'MI|. (5.3.3)

2°. Положим б —6(L/) и оценим норму ||б||. Имеем б=*

= Л/ + б', где б' — погрешность вычисления произведения

(L+A)f, равная с точностью до малых высшего порядка

погрешности произведения Lf. Из (1.1.9) видно, что ||6'||^
^eJILH • || /||. Соотношение (1.2.7) показывает, что та же

величина оценивает норму ||Af||, и получается оценка

ll6IK2eJILII.il/ll. (5.3.4)
3°. Воспользуемся формулой (ЗЛ.6); она верна, если Цл^Г^Ц^

^Р, 0<;р< 1. В данном случае надо считать, что величины,

входящие в формулу (3.1.6), не зависят от /г, и ее можно

написать так: если ЦЛ^ГЦ^р, 0^р<1, то

6 := || г - х || < (1 - РГ1 [ |А-'Гх | +1| А~Ц ]. (5.3.5)
Из (5.3.5) вытекает утверждение, которое легче проверять:

если ЦЛ-Ч-ИПКР, 0<р< 1, то

£<1^[|1П|1Л-1Ч1ЛШ16||]. (5.3.6)

В нашей задаче следует заменить Л на £/; так как U—LA,
то irl = A~lLTl9 \U~ll^lA~ll'\Lrll9 и мы приходим к такой

оценке: если

|Д-!|-|Г-1|-1|Г||<р, 0<р<1,
'

(5.3.7)
то

i==l|2-x||<IU"'llllllpL"1|l[lir||-M-1||-|l/ll + l|6||]. (5.3.8)
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Величины || Г || и ||б|| оцениваются по формулам п. 2°, и задача

сводится к оценке нормы Ц/-"1!. -

4°. Из (5.1.5) следует, что

L~l = LTlL21.. L ^Li; (5.3.9)

матрицы Lk определяются формулой (5.1.6). Вычислим Lk1.
Пусть

X ^ Rtni y=LkX\ У\=Х\, У2:==Х2у •••» Ук==хЪ

yk+\=ak+ l,kXk + Xk + V /g 3 jqv

Решая систему (5.3.10) относительно xl9 x2t ..., xm, находим

Х\=У\1 Х2 = У2> •••• Xk = yk9

Xk + l
=

аЛ4-1- Л^* ■" Ук + 1>

X,n =
~ <кУь + Уп

r-1
Отсюда видно, что Lk получается из Lk заменой aik на — a**:

1

1

Lkl =
I

— a<°>'k+Uk

— «(0)
'ft+2, k

«&

(5.3.11)

5°. Докажем тождество

1

a21 1

a31 a32 1

ak\ ak2 ••• ak.k-\ '

!_ uml *m2 • • . Ctm> ft_j о

X
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:x
i

ak+% к

amk

1

<*21

O-l

a*i

a*+i,i

1

<*32

«ft2

aft+l,2

1

ak. k-\

ak+\t k-\

1

ak+Uk

(5.3.12)

.am\ am2 ••• am, ft-1 amfc 0 . . . 1_

Введем обозначения р*/, ш/, т*/ соответственно для
элементов левого сомножителя, правого сомножителя и произведения.
Очевидно,

Ра=aif
= о» l < к 9п = <*a = l;

^/«0, /</, /т^Л; olk = aik9 i>k.

Произведение в (5.3.12)—нижняя треугольная матрица с

единицами на главной диагонали, и достаточно вычислить

элементы тц при значениях индексов / ^ 2 и / < /.

Пусть 2 ^ i z£: k — 1 и / < /. Воспользуемся обычной

формулой умножения матриц:

Ems-lP/s^/.
В данном случае p*s = 0, 5 > /, и потому

ХЦ= YiS=\Pisasi- (5.3.13)

Но / ^ k — 1, и если 5 Ф /, то asf = 0, а при s = j будет ors/ = 1.
В результате получаем
В этом случае

т,,=H
= Pil' **/- Пусть теперь i^ k.

4s у S<fc<

1, s = i,

k0, S=j£/, S>&,
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и сумма (5.3.13) сводится к такой:

Если j^k—1, то a//=l, остальные as/
= 0, и тогда тц

= ац.
Далее, если / = k, то <т*Л = aik и os* = 0, s ^ k — 1; в

результате Tik = ocik. Наконец, если i> j > ky то a*/
= 0 и oSj = О,

такчтот</=0. Формула (5.3.12) доказана.

6°. Теперь нетрудно получить выражение для Lrx. По

формулам (5.3.11), (5.3.12) находим

— ««»

31

1 ^2 =

1

X

"1

0

0

0

1

-<»

-<2

1

0 О 1

. а(0)а21

w31 а®
32

<\ -«S& о о 1

г-1
., Lm-l И ИС-Умножая последнее равенство справа на L3

пользуя каждый раз формулу (5.3.12), получаем окончательно

1

1а<°>

_ а(0) _ „(0)
U3! U32 1

.-«!?, -«■» т, пг—1 _J

(5.3.14)

7°. Оценим норму \\L '|. Пусть xei?m, y = L 'лг:

^2=-^. + ^,

Vm =
— <!*, — <*"&*, — ...

— о»> ,*т , + хт.-'т т\ 1 т2 2 т, т—1 т—\ • т

Так как |а^|^ 1, то

«^ р - ЕГ-. [- 2£!а^-+*J< е!..Е- I */ О2 <
< Em т(т+ 1)

и* IP
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н, следовательно,

||L"I|<v'm(/n+l)/2=/n/V2 + 0(l). (5.3.15)

Формула (5.3.15) точна по порядку. Действительно, если

положить xf
= х = const и afj> = 1, то

_И*112Г, , (т - 2) (т - 1) (2т - 3) 1 __ „ „ ,|2 2т2 - 9т + 13
—

т [И § J —11*11 6

Отсюда следует, что

|L"! ||>V(2m2-9m+13)/6 > 3_1/2 (m - 3/4). (5.3.16)

8°. Вернемся к погрешности искажения. Из формул (5.3.8),
(5.3.9), (5.3.15) вытекает следующая оценка этой погрешности:
если

л/т(т+1)/2\\А-11\\Г\\^$, 0<р<1, (5.3.17)
то

(5.3.18)

§ 4. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ОКРУГЛЕНИЯ

Погрешность округления в методе Гаусса связана с

обратным ходом. Последний состоит в решении треугольной системы

(5.1.7) или, точнее, (5.1.8), поскольку матрица U и свободный
член Lf остаются неизвестными: известны на самом деле £7 =
= U + T и f = Lf+S. Нам предстоит решить рекуррентную

систему

"т-1, m-l^m-l + "т-1, rn^rn == /т-1» (5.4.1)

Ъи2х + bl2Z2 + • • • + bXmZm = f f,

смысл обозначений очевиден. Для того чтобы получить решение
системы (5.4.1), необходимо выполнить некоторые
арифметические действия, которые сопряжены с погрешностями
округления. В результате вычислений будут получены не величины г*,

а некоторые другие величины Vk- Пусть величины vm> vm-\> ...

..., Vk+\ уже вычислены. Каждая из них дает значение

соответствующей величины zm, Zm-u • • •
> *к+\ со своей погреш-
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ностью, так что Vi = zi + Y<> £ -Ы ^ / ^ пг. Следующее
уравнение системы (5.4.1) даст нам величину

*=D*- EL+1 ь»°<] (Ж)+а^> (5-4-2)

здесь ak/bkk — погрешность, допущенная при решении
указанного уравнения. Из (5.4.1) следует, что v& = Zk + yk, где

или, короче,

zL^v'=aft- (5-4-з)

Обозначая 7=(7ь V2» •••> Y*)* a = (aba2, ..., ад.), имеем

((У+Г)7 = а, или y = (U + T)-la. Далее,
((/ + Г)-1 =(LA + Г)-1 =(/ + Я-Ч-1Г)-1Л-Ч-1.

Мы предполагаем, что Г удовлетворяет неравенству (5.3.8), а

тогда из последнего неравенства вытекает, что

Допустим, что вычисления производятся с повышенной

точностью и с последующим отбрасыванием лишних знаков. Тогда,
по неравенству (1.1.9), |а*&**| < ei \vk\ и ||a|| < ei&olMI, bQ =
= max\bkk\- Отсюда следует, что с точностью до малых

высших порядков ||a||^ ei&olUII и окончательно

IIYII < е, 14^ д/^рГ Ь01| х I (5.4.4)

Глава 6

ДРУГИЕ ТОЧНЫЕ МЕТОДЫ

§ 1. МЕТОД ПРОГОНКИ

Г. Метод прогонки представляет собой разновидность
метода Гаусса, приспособленную для систем с ленточными

матрицами. Он изложен, в частности, в монографии [129], из

которой мы заимствуем приводимые ниже, в п. 2°, сведения об этом

методе.

2°. Ограничимся случаем, когда система (5.1.1)—трехдпа-
гональная. В подробной записи она имеет вид

^о-^о *o*i = /о»

—

aixi^l + cixi — bixi^] = fh 1 <£</п— 1, (6.1.1)
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Процесс исключения (прямой ход по Гауссу) приводит к

рекуррентной системе

хт
== Рт+1>

xi = auixi+l + р,+1, т— 1 >/>0; (6.1.2)

коэффициенты а* и р, определяются следующими формулами:

«И^Т"' «i+.=
c i' ■ 1</<т-1, (6.1.3)

L f. + a.R.

обратный ход, как обычно, заключается в решении системы

(6.1.2).
Доказывается следующее утверждение.
Теорема 6.1.1. Пусть коэффициенты системы (6.1.1)

удовлетворяют условиям

ко I > 0, \ст | > 0;

|flil>0f |&,|>0, 1</</п-1; (6.1.5)

\ci\>\ai\ + \bil 1</<т-1; |с0|>1М. |ст|>|ат|,

причем хотя бы в одном из соотношений третьей строки имеет

место строгое неравенство. Тогда верны неравенства

I ct
-

atat \>b:= minI b, |, | at |< 1. (6.1.6)

.Наметим доказательство этой теоремы. По условиям (6.1.5)
| cxi | = | &о |/| со | ^ 1. Если для некоторого i^m—1 верно
неравенство |оы|^1, то \Ci — aiai\^\Ci\ — \ai\^\bi\^b. Далее,

\<*i+{\ = \bi\/\ci — а£а,|<1.

Наконец, доказывается, что ст — атат Ф 0.

Таким образом, условия (6.1.5) достаточны для

выполнимости метода прогонки. Доказывается также, что если еще

ko|>|bo|, то |а/|< 1, l^i-^m. Поэтому будем считать, что

I а,-1 ^ а = const, 0 < а < 1.

3е. Выполнение прямого хода приводит к погрешности
искажения; оценим ее. Данные задачи (6.1.1) будем считать

точными.

Вычисления по формулам (6.1.3), (6.1.4) выполним с

повышенной точностью и с последующим
— по окончании всех

вычислений по этим формулам — отбрасыванием лишних

знаков. По формуле (1.1.9) получим

lefa/HOna,!; le^KeJP/l. (6.1.7)
Но |ay|^a, поэтому

ЩсхуЖв^. (6.1.8)
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Далее оценим |р/|. Обозначим /7 = тах|//|. По формулам

(6.1.4) имеем ^(^/(с^ и | р/+1| <&71 (F + а, | Ру |). Пусть
т,
— решение разностного уравнения

Ti+l=FJb + oxi9 rl = F/\c0\\ a = max|a,/&,|. (6.1.9)
i

Очевидно, что IPil^T, и, тем более, |р,Ктахт,-. Легко
i

находим, что

х,-['^.+ '^ „*,.
,6"0)

V Ь а — i '
| со |

'

Обозначая через т максимум правой части формулы (6.1.10)
при 1 ^ i ^ m, получаем

|4(Р/)1<в,т. . (6.1.11)

4°. Теперь оценим погрешность обратного хода и

одновременно погрешность приближенного решения-, получаемого
методом прогонки. Из формулы (6.1.2) находим., что с точностью

до малых высших порядков

б(*/) = а,+1в(х/+1) + х£+1в(а, + 1) + в(Р,+|) (6.1.12)

и в силу формул (6.1.8), (6.1.11)

|6(*,) |<а|6(*т)| + в,а|*£+1| + те,. (6.1.13)

Найдем оценку для |х,- + ||. Из уравнений (6.1.2) следует

U*l<a|*£+il+P» P==max|pJ.
i

Если v\i удовлетворяет разностному уравнению

Ч/ = <*тц+| + Р. Л,* = Р, (6.1.14)

то |jtf|^T|f. Решение уравнения (6.1.14) дается формулой

Ч* = т^— (1-ат-1+1)<т^—." I —- a
v '

1 — а

и, следовательно, |**|<Р/(1—а). Неравенство (6.1.13)
заменяется более простым:

leWKold^+.JI + e^op/d-aJ + T);

1*(^+1)1<в,т.
(ЬЛЛ5)

Обычным способом решим последнее неравенство. Обозначим

сф/(1
— a) + r = Y и рассмотрим разностное уравнение

0* = <4/i+i + eiY. 1</</п; уш = е1т. (6.1.16)
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Ясно, что \£>(xi)\<yi. Решение уравнения (6.1.16) есть

Вычитаемое положительно, так как

У
т_

оР |
то

^

a f Р 1 JV
1—а (1~а)2^1~а l-all-aT V'

поэтому Ui <г{у/(1 —а) и окончательно

IWKe^+

lV^ (6-1.17)

§ 2. МЕТОД ХОЛЕЦКОГО

1°. Этот метод достаточно полно изложен в [139] под

названием метода квадратных корней, поэтому в данном пункте
мьь приведем только самые важные факты, необходимые для

понимания дальнейшего.
Пусть в уравнении (5.1.1) матрица А — положительно

определенная. Тогда ее можно представить в виде

A = S*S, (6.2.1)

где S и S* — сопряженные треугольные матрицы, соответственно

верхняя и нижняя. Пусть ^ = [#*/]™/ = l>
S = [Si/]™/=i и sif = Q>

i<j. По правилу умножения матриц

*-1 skiskf. (6.2.2)

Отсюда

5п = л/аи, Si/
= a1//s1If />1;

/>2, s„
= Vfl«-£,_/«-. '>'■ *'/

= tf '

(6.2.3)
После того как матрицы S и S* построены, задача сводится
к решению двух рекуррентных систем

S7' = /, Sx = f. (6.2.4)

2°. В данном случае мы имеем дело с тремя источниками

погрешностей: с погрешностью искажения матрицы S и с

погрешностями округления, возникающими при решении систем

(6.2.4).
3°. Оценим погрешность матрицы S. Будем считать, что

вычисления по формулам (6.2.3) производятся с повышенной
точностью и с последующим отбрасыванием лишних знаков. Тогда
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по неравенству (1.1.9) |6(s*/) | ^ ei|s*/; обозначая через Л

погрешность матрицы S, имеем, очевидно,

АЛ Же, US||. (6.2.5)

Тому же неравенству (6.2.5) удовлетворяет и сопряженная
матрица Л*, которая является погрешностью матрицы S*.

4°. В результате искажения матриц S и S* мы на самом

деле будем решать не системы (6.2.4), а системы

(S9 + Am)y = f, (S + A)z = y. (6.2.6)

Рассмотрим первую из них, которую представим в виде Sy = f,
S = S* + A*. Матрица S — нижняя треугольная, и

рассматриваемую систему можно записать в виде

С\\У\ = !и

С2\У\ + С22У2 = /г» (6.2.7)

ст\У\ + ст2У2 4" • • • + сттУт = Тгп>

Ctt
=

Si, + 6(sif).
С точностью до обозначений система (6.2.7) совпадает с

системой (5.4.1), и можно воспользоваться рассуждениями § 4

главы 5. Пусть, решая уравнения (6.2.7), мы вместо у*, k=l9

2, ..., m, получим величины Vk= Ук + yk\ при этом

Ч = ^- [h - £*"! ckivA + £-. (6.2.8)
Ckk L *-'*-! J ckk

где <Xk/ckk есть погрешность, допущенная при решении k-то из

уравнений (6.2.7). Заменив в уравнении (6.2.8) v} на у\ + у/,
найдем, что yk удовлетворяет системе

или, короче, Sy = a. Имеем

Y = 5_1а = (S* + ЛГ1 а= [/ + (S*)"1 Л*]^1 (ST* а, (6.2.9)

откуда следует

llYlKllU+^rVlTM-'ir-llall.
Далее, |(ST'Л*||<| Л"'|"2 • ||Л*||, и по неравенству (6.2.5)

|(ST' Л*|< s, М-' Г • II Л Il,/2 = e, VP7 := Р, (6.2.10)

где Ра — число обусловленности матрицы А. Потребуем, чтобы

было р<1. Тогда ll[/ + (S*)-,A*]-l|l^(l—P)-1, и

погрешность округления вектора у имеет оценку

IlYlKd
— РГ1 VlU"MI -Hall.
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Как и в § 4 главы 5, найдем, что

II а || < в,с011 о II» Со = max I ckk |,

и окончательно, с точностью до малых высших порядков,

получим

llo-ifll-llYlKe^l-pr'collxllVI^"1!. (6.2.11)

5°. Обратимся ко второй системе (6.2.6), в которой,
очевидно, следует заменить у на у + у. Для матрицы S~lA верна
та же оценка, что и для («S*)-!A*, именно HS-^AH^P, и если

£<1, то \(S + Л)",|<(1 — РГ'л/М"1!- Обозначим через ку

приближенное решение системы

(S+A)w = v = y + 6y (6.2.12)

полученное в результате ошибок округления. Эта система

также треугольная, ее точное решение равно г + \, где ^ = (S +
+ Л)-1у. Для разности w — (z + \) при условии Р<1 верна
оценка (6.2.11):

iirc-2-\Mi<e,(i-pr4ii*iiVU-l,
'ИЛИ

Ooi-elKe^l-pr'colUllVI^I+llvll.
Но

|lYH<l(S + Arl!-|IVll<eI(l-pr2Colx|lVI^"1L
и

||ш-г||<в1(2-р)(1-РГ8СоМ-Т11/0. (6.2.13)

6°. Остается оценить разность z — х. Из (6.2.6) находим

(S* + A*)(S + A)z= f= Ax\ еслл раскрыть скобки и отбросить
член второго порядка малости А*Л, то получится A(z — х) +

+ (S*\ + AS*)z = 0. Отсюда г- х= - A"1 (S*A + A*S)zy и по

неравенству (6.2.5)

|| г - х || < 2et V^JT4l • ИЛ"11 • [| z ||.

Таким образом, ||г — л;[| есть величина порядка ei. Заменив

справа ||г|| на |U||, получим оценку, верную с точностью до

величин высшего порядка малости:

!|2-Jc|l<2eJi4"T V^IMlF-11/ll. (6.2.14)

Сопоставив это с (6.2.13), придем к окончательной оценке

погрешности метода Холецкого:

II» —Jc!l<e,I^-1||w4l/ll-[2V^^ + 7f=W г°1" (6"2Лб)

7°. В качестве примера рассмотрим систему, приведенную
ниже, в п. 11° § 4 данной главы. Эта система имеет вид Ах = /,
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где матрица А и вектор / заданы формулами (6.4.20). Матрица
А'— положительно определенная, и к ней можно применить
метод Холецкого. По формуле (6.2.15) оценим погрешность этого

метода для рассматриваемой системы. Из результатов п. 12*

§ 4 данной главы (см. ниже) следует, что

N»=2(.-coU/25))<16-
| А'11 = 2 (1 + cos (я/25))< 4,

РА = \\А\\-\\А-1\<Ь4, т=12, Л/^Р7<32,

11/11=1, p = e1V^7<2-10-n, c0<4.

Мы принимаем, что вычисления производились на ЭВМ БЭСМ-6

и е, <2- 10"12. Теперь

|| w - х || < 2 • КГ» • 4" • 1 [32 + (12:22;11°о:1|'1)2 • 4] < Ю-9.

§ 3. МЕТОД ОКАЙМЛЕНИЯ

1°. Метод окаймления, предложенный Моррисом (см. [25]),
обстоятельно изложен в [139]. Как отмечено в этой книге,
данный метод целесообразно применять для систем Ритца и

Бубнова— Галеркина, если надо уточнить уже построенное
решение.

2°. Существо метода таково. В уравнении (5.1.1) матрицу
Л = [агу]^/=1 можно получить из матрицы A = [aif]™jl{ порядка

т — 1 окаймлением, т. е. присоединением m-й строки и /л-го

столбца. Это может быть записано так:

А = \А " 1. (6.3.1)
L v атт\

Здесь и и v суть вектор-столбец и вектор-строка:

и=={а\т> а2т> • •
•». ат-\, т) » y = (flmb am2> •••> ат% т-\^

Допустим, что обе матрицы А и А — неособенные и что

матрица Л-1 известна. Доказывается, что матрицу .4-1 можно

представить в виде

А~1 = \
'

. (6.3.2)

где Р—квадратная матрица порядка т—\\q— вектор-строка;

г—вектор-столбец, оба размерностью т—1, и а— число. Для
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этих четырех объектов получаются следующие формулы:

a = amm-{vy A~lu)9 (6.3.3)
г = -а"1Л"1//, (6.3.4)

А = —сГ'иЛ"1, (6.3.5)
P=A~l + a'lA"luvA~\ (6.3.6)

Запишем еще решение системы (5.1.1), полученное методом

окаймления. Если обозначить свободный член / через (f, /m)',
где f = (fi, /2» •

••. /m-i)> а решения систем Ax* = f и Ау*+ и = 0

соответственно через х* и у\ то

* = /г7 = и*, or+/m^/I(/, 1)'. (б.з.7>
"mm ~т \v> У )

3°. Оценим норму M_1||. Пусть х — произвольный вектор из

/?т, x = (xlt х2, ..., хт)'. По формуле (6.3.2)

А~[Х = (Z^, Pi*** + Г1*т> ЕГ-, />2/Л + Г2Хт, . . .

Ьь^Якхк + {\1<х)хт); (6.3.8)

смысл обозначений очевиден. Отсюда

<[z:;:1^+2:r;1,(^+^)+«-,]-iuii2
и, как следствие,

U^Kfll/'fe + llrlp + lkll' + a-2]1'2; (6.3.9)

|| Р ||Е — евклидова норма матрицы Р.

Можно вывести оценку, в некоторых случаях более точную,
чем оценка (6.3.9). Обозначим х = (хи хъ ..., хт__ь О/,
£ = (0, 0, ..., 0, хт)'у так что х = Х + х. Имеем А~1х =
= Л"1^+Л"1х, откуда \A'lxf^2\A~l£f + 2\A~lxf. По

формуле (6.3.8)

1 А~1х f = || Рх \fR + I (<?, *)л I2 < [ || Р ||2 + || q ||2] || i ||2,

|Ц-^||2=[||г||2 + а-2]^.

Из последних неравенств следует, что

IU~1<V2max[Vir?lFTifW, л/\\гт\\2 + а~2]. (6.3.10)
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Оценки величин, входящих в. правые части неравенств

(6.3.8) —(6.3.10), сразу вытекают из формул (6.3.3) — (6.3.6):

IIPIKl^^I-lJ+llwll-lloH-U'l-lar1!
II^IKla"1!-!^"1!-!^!!,

i Г и (6-ЗЛ1)
llrlKla-TIU"1!-!^!!,
\a\ = \amtn — vA~{ul

4°. Переходим к оценке погрешностей. Прежде всего

примем, что величины aik
— элементы матрицы А—заданы

неточно, причем мы допускаем, что Xik — погрешности чисел

Ujk
— имеют известную нам оценку: |А,/*| ^ X = const; примем

еще, что нам известна оценка сверху для нормы \\А~1\\.

Обозначим через Г погрешность матрицы Я; очевидно, что ||Г||^
^Х(т— 1). Пусть X достаточно мало, тогда

||Д + Г||~||Л||, | (Л Ч- Г)"1 — й+| | — || Д
-1 Г • IIГ И. (6.3.12)

Займемся оценкой погрешности объектов (6.3.11).
Обозначим через Ха, XUy Xv погрешности числа а и векторов иу у

соответственно. Сразу же заметим, что||Яй||, \\Xv\\^^m — 1 X. По

формуле (6.3.3)
* + K = amm + Xmm~(v + Xv)(A + F)-l(u + Xn) + 6M(ayy (6.3.13)

бм (а) — суммарная погрешность машинных арифметических
действий, необходимых для вычисления величины а. Из (6.3.13)
следует равенство, верное с точностью до слагаемых более

высокого порядка малости:

К = Km - XvA~xu - vA~lXv + vA -ltA'lu + 6M (a).

Отсюда

I ^а I ^я + я V^317^ IIЛ""' !l - п ^ и ч- >- V^"113^!! Л "LII • н ^ п ч-

+ l(m-\)\\A-lf.\\u\\.\\v\\ + \6M(a)\ =

= Х\ 1 + V^TU"1! 41 «111 [I + V^T=T| Л-1! -II f||]+|dM(a)|;
мы здесь воспользовались соотношениями (6.3.12).

Чтобы оценить бм(а), воспользуемся неравенствами § 1, 2
главы 1. Имеем

6jvA~[u) = 6u(vy А~1и) = (иу (A~[u)M)M-(vy A'lu\

Обозначим A~lu = Zy тогда {A~lu)M = z 4- бм (г); по неравенству

(1.2.7) || 6М (г) || < е, л/т - 11Л
-1

\\ • || и ||. Далее,

|б>, A-lu)\ = [(v, г + 6м(г))К-(р9 г + 6ы(г))]+.

+ [(v9z + 6H(z))-{v,z)\. (*)
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Первая квадратная скобка есть машинная погрешность
скалярного произведения (v,z + 6и(г)). По формуле (1.1.9) она

имеет оценку ei||t>|| -\\z + 6м(г)||. Отбросив члены высшего

порядка малости, найдем, что первая квадратная скобка в (*)
оценивается величиной ei||u|| -11*11^ ei||A-l|l *\\u\\ -\\v\\. Вторая
скобка оценится так:

\(V, Z+6U(Z))-(V,Z)\ = \(V, 6M(Z))KNI 41^(2) IK

<ei <s/Hr=llA-l\-\\u\\'\\v\\9
и окончательно |бм(и, Д""!м)| <et (l + л/т — 1)|Л"!|| • ||u|| • Roll»

Очевидно, что при добавлении числа атт к величине —vA~lu

погрешность увеличится не более чем на ei | amm I , И МЫ ПриХО*
дим к искомой оценке:

|SMa|<8,[|amm| + (l+V'^:ri)U~I |-11"1НМ|].
Теперь из (6.3.13) следует, что

|A4,l<A,[H-V'»irrM'l|-ll"ILlll+V^zrTU~l|-llo|ll +
+ 81[атт + (1 + л/^Л)||Л-,1-||"11-1к1|]. (6.3.14)

Займемся оценкой величины ||А,Г|1- Вычисляя по формуле
(6.3.4), мы на самом деле получим вектор

г + Хг = - (о + Я*)"1 (Д + Г)"1 (и + 1а) + бм (г).

Так же, как при оценке величины 6M(a), мы найдем, что с

точностью до членов высшего порядка малости || бм (г) || ^ е, | a |-1 X
XlU"'|(l + Vm-l) и

||Лг0<1Я.в1-М",|-И«|1 + Л|аГ,Х

xM-,IV^ri{i + VJ^rTM"ll-n«ii} +
+ e1|or,|^",|-B«ll(l+V««ZrT). (6-3.15)

Аналогично получается оценка вектора Xq:

iM^iv-iA-'i-iioR+Mar'ia-'iy^-Tx
Х{И-л/м=Т1Д',|-1Ю11} + в,|Л-1|-||о||(1 +V^=ri)-

(6.3.16)
Остается оценить погрешность Лр матрицы Р. По формуле

(6.3.6)
Р + АР = (А + ГГ' + (а + КГ1 (А + Г)"'(« + K)(v + К) X

Х(Л + ГГ' + бм(Р). (6.3.17)

Оценим погрешность 8М(Р). При ее вычислении числа а и

элементы матрицы Д-1 и векторов и и v считаются заданными
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точно. Вычисления начинаются с произведения uv ==[«^/]^т/в1
По формуле (1.1.1) \6(uiVf) | ^ ei|tt/0/|; это значит, что.

d(uv) со e{uv и потому

|| б (uv) || < е> № || < е, [X" /=1 m»cfJ]1/2 = е, || и || • || о ||.

Заметим, что та же оценка верна и для ||6(«р)||.
Теперь рассмотрим погрешность произведения A"luvSrl.

Имеем

= [(A'1 (uv)uA-l)u -A~{ (uv)MA~l] + [А'[ {uv)* А ~{- А
~

WT'].
(6.3.18)

Первая квадратная скобка оценивается по неравенству (1.2.6):
ее норма имеет оценку

2е, |Л
-'

Г || Йм || < 28, (т - 1) ||||Л
-'

f (|| w || + II6 (w) ||). ,

Но l|«olKI|ui/||£=||«|HMI, а ||б(ни)|| =0(81). Отбросив в

последнем неравенстве члены второго порядка малости, получим
для первой квадратной скобки более простую оценку 2si(m —

-l)XIU-4l8llaNN.
Вторая квадратная скобка в (6.3.18) равна А-16(ии)Д-1; ее

норма не превосходит eillA-'lHlwll* II о II- Собрав найденные
оценки, получим

\6utf-luvA-l)\K*iVm-l)\A-lf\\u\\.\\v\\.
Умножение матрицы A~xuvA~x на число ос-1 приведет по

формуле (1.2.4а) к умножению оценки ее погрешности на

|а|-1 л/т- 1:

|бм(а-,Л-,ыУЛ-')|<8,|аГ,Л/^:ГГ(2т-1)|Л-|1.||ы||.||У||.

Теперь рассмотрим величину 6м(/>). Временно обозначим

А~Х = К, a~lA-'uvA'1 = L; тогда \\Ьи(РЦ = \\Ьи(К + L)\\. Далее,
6U (K + L) = (K + L)M -(К + Цн(К + Цы = (К + (LM))M. Отсюда

6М (К + L) = (К + (LM))M -(K+L)= [(К + (Ш„ - (К + (LJ)} +

+ [К + (U) -(K + L)} = 6М (К + (Ш + бм (L).

Второе слагаемое справа мы оценили выше, а первое

оценивается по неравенству (1.2.8):

б || (К + (Д.) IK е, л/т~=\ (|| КII + II (Цм ||) ~

«е1Л/^=Л(||К|| + ||/-Л)<8,л/^ГТ[1Л~'1 +
+ |«f,IK~,F-ll«ii-,MlJ.
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Сложив это с оценкой для 6M(L), найдем

\\K(P)\\<^^^^l\\A-{\\\l^2m\a\-{'\\A-ll\\uh\\v\\].
(6.3.18а)

Вернемся к формуле (6.3.17). Отбросив в ней члены

высшего порядка малости, получим

Ля = Л ~~l[f — a~2lauv — a_1fA ~luv + a~lXuv +

+ a~luXv - a~luvA-1f] A
~!

+ 6M (P)

или, если воспользоваться неравенством (6.3.18а),

\\AP\\^\\A-lf{l(m-l) + a-h\\u\\.\\v\\ +
+ 21 a"!| X V^^T (1 + V^^T IIA ~{I) } +

+ 8IV^:^l|i"M|[l+2m|ar1.||i'-1||.|l^||.||t;||]. (6.3.19)

С помощью формулы (6.3.7) теперь нетрудно найти оценку
погрешности решения системы (5.1.1) по методу окаймления.

§ 4. МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ

Г. Приведем некоторые сведения о методе сопряженных
направлений, который с достаточной полнотой изложен в [139|.
Пусть А — неособенная матрица порядка т, а матрицы В и С
того же порядка т таковы, что матрица

К = САВ (6.4.1)

— симметричная и положительно определенная. Так, если А —

положительно определенная матрица, то можно принять В =
= С = /; в общем случае можно положить B=A*t C = I или

В = /, С = А*. Построим систему /(-ортонормироваиных
векторов соь 0)2, ..., aw, это значит, что

(/Ссо„ со/) = б,/. (6.4.2)

Решение х системы (5.1.1) будем строить в виде

x = yZ^laiB(.oi. (6.4.3)
Тогда

Ax = YTii=xaiAB®i==f,
или, если умножить это слева на G, Yj{=la>iK®i = Cf- В силу
соотношений (6.4.2) получаем искомое решение

x=Z™_l(Cfy щ)Вщ.

Ограничимся одной из простейших возможностей и

положим В=А*, С = /. Тогда /С = ЛЛ*, и решение системы (5.1.1)
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дается формулой

* = £Г-,(/. «^V 16.4.4)

Если матрица А симметричная и положительно

определенная, то можно считать К = А. В этом случае формула для

решения упрощается:

2°. Векторы он обычно строят, применяя известный прием
ортогонализации в метрике, порожденной скалярным

произведением [*, у] = (Кху у} и нормой \х\ = У[лг, х] = л/(Кх, х),
к произвольно выбранному базису в Rm. Известно, что процесс
ортогонализации может оказаться численно неустойчивым, а

тогда применение формулы (6.4.4) может привести к большим

погрешностям. Приведем некоторые относящиеся к этому
вопросу соображения.

Пусть дана система т линейно независимых векторов фЬ

<р2, ..., ф/77. В соответствии с процессом ортогона пизации
положим

l = <Pl. ©!=Wl*l|. (6-4-5)

2 < k < m, tyk =щ
— £/el [фь (of] о,, щ = q>k/\ q>k |.

Как легко видеть, |г|)й| = |ф^| sin aki где а*— угол в /(-метрике
между вектором ф* и подпространством векторов ф[, ф2, ...

..., ф^_1. Если векторы фЬ ф2, ..., ф* близки к линейно

зависимым, то min sin а, будет малой величиной; можно принять

указанный минимум за меру линейной независимости

названных векторов. Мы покажем, что в метрике |-| эта мера может

быть сколь угодно малой, даже если ортогонализируемые в

этой метрике векторы ортогональны в Rm.
3°. Рассмотрим пример. Пусть т = 2 и

К=А=[1 «]• а>0-

Если х = (хьх2), У = (Уи %). т0 [х, У] = х1у{ + ах2у2у \х\2 =
= х2{ + ах22. Положим * = (cos8, sin 8/, у = {— sin 9, cos8/. Эти

векторы ортогональны и нормированы в R2. Оценим угол
между этими векторами в метрике [ , }. Имеем

cos a = -&iL=
a~l

. (6.4.6)
\x\-\y\ Vl+a(tg2e + ctg29) + a2

Угол а будет минимальным, если 9= я/4. В этом случае

sina = 2VW(a + -)• Если а достаточно велико или достаточно

мало (в данном случае и то и другое означает, что число обу-
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слоьленности матрицы К = А достаточно велико), то угол
между х и у, который в метрике R2 равен зх/2, в метрике
[ , ] будет сколь угодно малым, и в этой метрике указанные
векторы будут «почти линейно зависимыми». Этого не будет,
если число обусловленности матрицы К будет не очень велико.

4°. Докажем следующее, более общее утверждение: если

число обусловленности матрицы К произвольной размерности
достаточно велико, то найдутся ортогональные в Rm векторы,
угол между которыми в /(-метрике сколь угодно мал.

Ортогональным в Rm преобразованием L можно перевести матрицу
К в диагональную. Обозначим последнюю через /(', так что

К' = L~[KL. Если (х, у) = 0, то и (Lx, Ly) = 0. Кроме того,
(К'х, у) = (L~lKLx, у) = (KLx, Ly); отсюда следует, что угол

между векторами Lx и Ly в /(-метрике совпадает с углом

между х и у в /('-метрике. Следовательно, достаточно

рассмотреть угол в /('-метрике между векторами, ортогональными
в Rm. Имеем К' = diag(^i,^2, ..., Хт)> где Xi— собственные

числа матрицы /(; их можно расположить в порядке
возрастания. Пусть x = (£i,0, ..., 0, 1т), у = (fii, 0, ..., 0,fjm); так как

эти векторы ортонормированы в Rm> то можно положить £i =
=Цт= cos 9, gm = —t)i = sin 8. Угол а между этими

векторами в /('-метрике определяется формулой

cos а
(А.Щ — Ai) cos 8 sin8

[(Я, cos2 6 + Хт sin2 6) (Хх sin26 + ^mcos2 б)]1/2
fl— 1

ф
_

[i + a(tg29 + ctg2e) + a2]l/2;

здесь а = Хт/Х\ — число обусловленности матрицы К. Послед-
няя формула совпадает с формулой (6.4.6), и для

рассматриваемого случая верен вывод п. 3°: если число обусловленности
матрицы К достаточно велико, то угол а будет сколь угодно
мал.

5. Справедливо утверждение, в некотором смысле обратное
только что доказанному: если векторы <pi, ф2, ..., фт
ортогональны в /?т, го

sina^> 1/л/а, (6.4.7)

где а — число обусловленности матрицы К. Обозначим через
Xi и Хт наименьшее и наибольшее собственные числа матрицы
К. Тогда a = XmAi, и если х — произвольный вектор из Rm> то

V*7 II х \\Rm < | * | < V*JI * hM. (6.4.8)

Как сказано в п. 2° данного параграфа,

12а



Сумма под знаком нормы есть некоторая линейная комбинация

векторов фь ф2, ..., qp*_i:

Е/-1 [Фь C0/]®/ = Z/=,l 6/Ф/.
Отсюда

sin
а*=Ш' IфА" £/-■6/ф/1 * Killф* ~ £)-'*/ф/1>

-•vx; 1ф4||>-и
л ,

II YA II 5^"
/—

что и требовалось доказать.

6°. Выберем векторы ф, следующим образом: примем, что

<Р/
= е//|е/|, где ef

—

координатные векторы в /?т, так что

ejk = 8jky k= 1,2, ..., m. Для простоты допустим, что числа

\еj\ и векторы фу вычислены с достаточной точностью, так что

их погрешностями можно пренебречь. Допустим, что для

некоторого / оценки погрешностей 6(со*)> k < /, уже получены и

нормы указанных погрешностей малы. Это допущение
справедливо для / = 2, потому что тогда а>Л = со1=ф1, и по

сделанному выше допущению норма ||б(ф!)|| пренебрежимо мала.

Приняв последнее допущение, займемся оценкой

погрешностей величин |ф/| и l/|i|)/|. По формулам (6.4.5)

|^/12=1ф/12-е1:,11ч-7, щ?.

При вычислении величин [ф/,со&]2 будут допущены малые

погрешности б( [ф/, со/г]2)- Последняя формула заменится такой:

(i ч>/ \\=i */12+* (i */12)=1 - zi;1, ( [фь со,]2+б ([Щ, «>,]%
откуда

б(и/р)=-б(Е1:11[ф/, ш^).
Вычислим правую часть последнего равенства. Временно

-обозначим [ф/, со*]2 =?= о//е. Имеем

б (ii"X*)=СИ.!ы!- slil *,*=
= [Z*el (Мм)м - Zfe=1 (^)м] + [Z^ (or,*),, - ХЛш1 ^/J.
Первая квадратная скобка справа есть погрешность суммы;

€сли вычисления производятся с повышенной точностью, то по

формуле (1.1.9) эта погрешность получит-оценку

= *i Z^i [ф/. %12 < ei IФ/12 = 8i-
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Отметим, что при вычислении с обычной точностью получится

оценка

| * (Sil1! (сг,*)..) | < (/ — 2) в1.

Оценим вторую квадратную скобку. Обозначая %ik «

= [ф/, o>fe], имеем

| Е'*"' (o,k)u - Z[l\ а* | < Z[l\ I б ШI

и по формуле (1.1.1) 6(^/Л)^е1т^ = е| [ф;, (оЛ|2. В результате

вторая квадратная скобка получает оценку

Сложив оценки для обеих квадратных скобок, найдем |6|t|)/P|^
^ Зег, если вычисления производятся с обычной точностью, то

^fi(l^l)/P^/ei- Чтобы учесть обе возможные оценки,

обозначим через / величину, которая может равняться либо 3, либо /,
и запишем общую оценку

|6(Ы2)К/Ч - (6.4.8а)

Отметим следствие из последней формулы:

(k/l2)M =Kf+ е/8,. -|в|<1.

Вычисляя величину \ty/\, мы будем извлекать корень не из

точного значения величины |ify|2, а из ее машинного значения.

Полученное таким образом значение корня обозначим через

]г|)7|м, так что |ф,|м = (л/(|'Ф/ |2)м)м- По неравенству (1.1.12)

Далее,

+vi^po^t/r4'^l+ji^i)<''(|^l+ivg)<
<в,(и/|+4/>д).

Отсюда, между прочим, следует, что

I */ L = I */1 + в!в (| *, | + 2-'/>л). (6.4.9)
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Теперь можно оценить величину

|б('*''"')|=1Ш.;таН(жХ-та:1+
Первое слагаемое справа оценивается по формуле (1.1.1): она

не превосходит величины ei/l^/ji, ** е^ф/^е^д. Далее, па

формуле (6.4.9)

;_j м^ \ъ\+*~17рА ( »
. ^]1рл\

II+/L 1*/11^в1 1+/1-И/1- ~Ч|*,| +
l*/IV

и окончательно

|4(М*/|)1<вЛ(2 + 2"та (6.4.10)
Таким образом, погрешности величин 1/1% | малы, если

число обусловленности матрицы А не очень велико, например,
если PA<ej*-,/3f a>0.

7°. Решим вспомогательную задачу: оценим погрешность
вектора

x = l!k_ty£k\ (6.4.11)

где \k
— числа и l{k) = (1\к))т —

векторы с т составляющими.

Числа yk и векторы g(/e> будем считать заданными точно.

Положим

По формуле (1.1.9)

| б (*,) | < в, El., | yA» | < •, II y В [ZL (in1]*
llYll2 = ZU,Yl,

откуда

116(х)|| = [ЕГ-, I * (ZL, Y46?>)|T<•, IIVII[Si., II5(ft) Я2]"2- (6.4.12>

Оценим еще величину 16(x)\. Воспользуемся известным

неравенством Val II *Н^ | *|< Vam II* II» в КОТОрОМ От И Qi CyTb
соответственно наибольшее и наименьшее собственные числа

матрицы /(. Неравенство (6.4.12) умножим на V^m» возведем

в квадрат и заменим левую часть меньшей величиной |6(*)|.
В итоге получим

= e?nilYll2£lj^)l2'
|*Wl<elPxBYB[li.1|6(*'fll/2. (6.4.13)

или
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©y =

В частности, если |£(fe)|=l, то

laWKe^iivllVr (6.4.14)

8°. Используя формулу (6.4.14), оценим погрешности

векторов о/. По формуле (6.4.5)

^-^-V^i^^ (6.4ЛБ)
|*у| |*у| ^v-I И/|

V

Выражение (6.4.15) подходит под формулу (6.4.11), если

заменить х на со/ и положить Yi=l/I^il» Yv+i = [ф/> ^vl/l^yl»
v=l, 2, ...,/- 1; £<1> = ф/> £<V+I) = ®v, v=l, 2, ..., /-1.
Непосредственно применить формулу (6.4.14) нельзя, так как

точные значения yk и |(*> неизвестны. Нетрудно, однако,

видеть, что замена всех величин в правой части (6.4-15) их

машинными значениями, которые известны точно, введет в оценку
для |6(с0у)| слагаемые порядка &}Р% которыми можно

пренебречь, если РА не очень велико. Но тогда можно

воспользоваться формулой (6.4.14). Заметим, что в данном случае

II y II2=i *, г [i + zt:1, к. %г\ < 21 +/1-2 < чр\,

и формула (6.4.14) дает оценку

|б(о)у)|<8, У2т Р\. (6.4.16)

9°. Теперь можно оценить погрешность формулы (6.4.4),
дающей решение линейной алгебраической системы. В

соответствии с этой формулой

* + *(*) = (£JLi(/. coy + б (coy)) Л* (со, + б (со,)))м. (6.4.17)

Выражение под знаком (...)м справа в (6.4.17) подходит под

формулу (6.4.11), если положить у/
= (/, coy + б (coy)), g(/)=

— А*(о)/ + 6(g)/)). По неравенству (1.1.9)

н б (х) II < в, [£".., (/. ©/ +б к)>2Г • Ё7-, ||л* к+бк» и2]"2-
Слагаемые б (со/) справа дадут в оценке погрешности члены

порядка tfP2A. Если РА не очень велико, то их можно отбросить,
что приведет нас к более простому неравенству

Далее,

поэтому

ll*U)IKel||/||4|i4|l[ZjL1ll©/ll8r.

^^о^\^=\\(ааг[\\=\\а-{\\

II* WII<в, УтРд||/II. (6.4.18)
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Из формул (6.4.10), (6.4.16) видно, что методом сопряженных

направлений можно пользоваться'для решения линейной

алгебраической системы, и формула (6-4.18) верна с точностью до

членов порядка малости более высокого, чем еь если Р], <е,.
Достаточно, например, чтобы РА <8["1/3_,а, а > 0,

10°. Если вычисления производятся с обычной точностью,
то погрешность суммы придется оценивать по формуле (1.1.6).
В конечном счете это приведет к оценке

Ц6М1Ке1ЛЛп (т^1)Рд||/||. (6.4.19)
ч-1/З+а

Последняя оценка применима, если, например,РА^(т 1е{)~
а>0.

11°. Для иллюстрации оценок, полученных в данном

параграфе, была решена по методу сопряженных направлений
система 12-го порядка Ax — f, где

(6.4.20)

12

11

10

2

1

11

11

10

2

1

10

10

10

2

1

9 .

9 .

9 ..

2 ..

1 ..

. 2

. 2

. 2

. 2

. 1

1

1

1

1

1

Г Н

Г°1
1

0

0

о 1

Матрица А приведена в [26]; там же приведена и обратная
матрица

1 —1

~1 2 -1

i-i

-1 2 -1

-1 2J

(6.4.21)

Точное решение системы (6.4.20) очевидно: х = (—1,2, — 1,
0, ..-, О)'. Система (6.4.20) решалась на ЭВМ класса ЕС с

ординарной (ei « Ю-7) и двойной (ei ж 10~1в) точностью, без

использования регистра младших разрядов. Погрешности
решения приведены в табл. 14. Здесь х\ — координаты точного

решения, хь — координаты приближенного решения. По данным
таблицы вычислены нормы векторов погрешности:

е{ ~ 10, || 6 (*) || =1,07- 10"

e,«10-|ef || б (х) || = 4,9- 10-12
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Таблица 14

i

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
11
12

*

xi~xx

2,4. ю:;
9,3.10J

-5,7.10
'

-3,5.10"'
-5,9.10"'

i,5. ю:
-9,5.10 ,

-2,2.10"'
4,5.10"'

-1,3.10"
-i-ыо:

1 -2,8.10

Xj—x,

2,2.10"''
9,2.10"'

-2,4.10
"

-8,3-10
'

-4,8-10
'

1,8.10"'
—1.9-10^3
2,4.10

'

-6,3.10
*

-2,8-10

A, + 2 =

12° Проанализируем
результаты вычислений._В данном

случае J|_/1| = 1, л/т(т— 1) =

= 11 V12<22- 1,74 = 38,28.
Чтобы применить формулу
(6.4 19), остается вычислить Яд.
Этим мы и займемся.
Достаточно найти наибольшее и

наименьшее собственные числа

матрицы (6.4.21); их

отношение и даст нам число Ра-
Собственные числа упомянутой
матрицы суть корни уравнения

DetU*1-W) = 0.

(6.4.22)

Это уравнение легко приводится к виду (полагаем
= 2 cos 8) Д12 —Дп = 0, где

2 cos 6 1

1 2 cos 9 1

1 2 cos 9 1

1 2 cos9

индекс внизу означает порядок определителя. Как известно

(см [140], а также [84, 1-е изд., § 97, с. 462]), Д„ =
_, Sin(n_ l)e/sin6, и уравнение (6.4.22) приводится к такому:

sin (258/2)/sin (9/2) = 0, (6.4.23)

его решения суть 9 = 2/wt/25, fc=l, 2, ..., 12. Экстремальные
значения X равны

ЯтШ = 2 (1 - cos (2я/25)), А,тах = 2 (1
- cos (24я/25)) =

= 2(1 -f cos (я/25)).

Отсюда
п 1-Ь cos (я/25)
Га ~ 1 - cos (2я/25)

Теперь, по формуле (6.4.19)

<64.

16 (х) || < в, • 38,28 • 64 < 24568^ (6.4.24)

В соответствии с формулой (6.4.24) можно ожидать потери

точности не более чем в четыре десятичных знака, между тем,
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как мы видим, при точности ei « Ю-7 теряются пять

десятичных знаков. Это, видимо, объясняется тем, что в данном

случае Р\ есть величина того же порядка, что и (ei/m)-I/3, и

формула (6.4.19) становится недостаточно надежной. Как
показывает табл. 14, при ei « Ю-16 теряются четыре десятичных
знака, что согласуется с формулой (6.4.24).

§ 5. МЕТОД МАТРИЦ ОТРАЖЕНИЯ

1°. Этот метод был предложен Ф. Хаусхолдером; подробнее
см. [139]. С. К- Годунов [39] дал такое видоизменение метода

Хаусхолдера, которое сводит данную систему не к общей
рекуррентной, а к двухдиагональной системе. В той же книге

[39] дана оценка погрешности видоизмененного метода матриц

отражения. Здесь метод матриц отражения исследуется в той

форме, в какой он изложен в [139].
Существо метода таково. Пусть дана система (5.1.1).

Строится ортогональная матрица Е{ порядка /л, которая
переводит первый столбец данной матрицы в новый столбец, у

которого все элементы, начиная со зторого, равны нулю- Первый
элемент нового столбца отличен от нуля

— в противном случае
данная матрица была бы особенной. Далее строится вторая
ортогональная матрица £2, переводящая второй столбец

матрицы Е[А в столбец, у которого все элементы, начиная с

третьего, равна нулю. Продолжая этот процесс, мы получим
ортогональную матрицу Е = £m_1£m_2 ... Еи такую, что матрица
U = ЕА оказывается верхней треугольной, у которой все

элементы главной диагонали отличны от нуля.

2°. За Ek принимаются некоторые матрицы отражения.
Скажем об этом несколько подробнее. Пусть w — единичный

вектор в Rm и Q — ортогональная к нему (т—1)-мерная
плоскость, проходящая через начало координат. Матрица Е0
отражения относительно плоскости Q имеет вид

E0 = I — 2ww'9 (6.5.1)

где додо' есть матрица порядка т и ранга единица, полученная

умножением столбца w на строку до':

r

w] w{w2 ... до,дот"

ww' = w2w{ до2 ... w2wn

WW, W W* . . . W2
ml m 2 m

Вектор w можно выбрать так, чтобы преобразование Е0
переводило любой заданный вектор 5 в вектор, параллельный
заданному координатному вектору et\ для этого достаточно
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взять

w = р~! (5 — аеД а = ± || s [[, р = |[ 5 — aet || =

= V2a2 — 2а (5, £?,). (6.5.2)

Знак а целесообразно выбрать так, чтобы р имело большее

значение^ sign a = —sign(s, e{)-
За Е\ возьмем матрицу отражения, которая переводит пер-

вый столбец матрицы А в координатный вектор (1,0, ..., 0),
умноженный на постоянную. Матрица Е\А имеет вид

X X X

0 X X
£,Л

0 X X

(6.5.3)

крестиками обозначены элементы, которые могут быть отличны

от нуля (эту символику мы заимствовали из [39]). Обозначим

через А2 матрицу, полученную из матрицы (6.5.3)
вычеркиванием первой строки и первого столбца. Построим матрицу

отражения Ё2 порядка т—1, такую, что первый столбец
матрицы Е2А2 имеет только один ненулевой элемент и этот

элемент расположен на первом месте. Матрица

-V -110 E, J0 Е2

— ортогональная в Rm; легко убедиться, что

X X X ... X

0 X X ... X

о о х ... хП,оП,\ /\

о о х XJ

Описанный процесс продолжаем до исчерпания. Нетрудно
видеть, что связь между Ек и Ек дается формулой

*-1'Г -Л
в которой /й_,—единичная матрица порядка k— 1, и что

XXX ... X

ЕА— Ет-\Ет-2 ••• Е\А —
0 X X

о о х

х

X

L о о о ..о х.

(6.5.4)
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3°- В данном пункте мы изложим важный, на наш взгляд,

результат С. К. Годунова [39] о погрешности произведения
нескольких матриц, из которых одна произвольная, а

остальные — ортогональные. Ограничимся случаем произведения

(6.5.4).
Итак, пусть в произведении B = £m_i£,m_2 ... Е\А матрица

А — произвольная, а матрицы £, — ортогональные. Положим

Я, = ЕЛ В2 = Е2ВЬ ..., Вт_1 = В = Ет_{Вт_2. (6.5.5)

Умножения (6.5.5) совершаются с погрешностями, и вместо

матриц Bi мы будем получать искаженные матрицы

В, = £Д_, + Г„ /=1, 2, ..., т-1; В0 = А. (6.5.6)

Справедливо следующее утверждение: если Q —

ортогональная, a D — произвольная матрица, то

II6 (QD) || < л II ЯН. (6.5.7)

где т] не зависит от D. В [39] выводится некоторая оценка
числа г|.

Из (6.5.6) вытекает представление

fim_i = Ет_{Ет_2 ... Е{А + Г,
где

Г = Гт_1 + £т_1Гт_2 + Ет_1Ет_2Гт_3-\- ... -\-Ет_{Ет_2 • • • Е2Т\.

При умножении на ортогональную матрицу норма матрицы
не меняется, поэтому

||Г|кЕГ-"1!11г«11- (6-5-8)

По формуле (6.5.7) находим последовательно

II ГПК т||| Л ||f ||flilK(l+4)M||;

1|г2|Кт111В111<л(1 + л)1И11; 11В211<(1+г])211А||;

II гт«! и < л (1 + л)ж"2 II ^ II.

Теперь

lir||<4lMllZrJ0^1+4)'<n(l+4),,l"2(m-l)||i4||.
С точностью до малых высших порядков можно принять
(1 +T])m"2= 1 и, следовательно,

IIГ || <т) (/я-1)|| Л ||. (6.5.9)

4°. Простую оценку величины ц дает формула (1.2.4). Для
любой ортогональной матрицы Q, как легко видеть, ||<3||е = д/"ап
и указанная формула дает

Ч^е^пг. (6.5.10)
132



Отсюда вытекает следующая оценка погрешности искажения

матрицы ЕА:

\\6(ЕА)\\^гх(т-1) ^т\\А\\. (6.5.11)

5°. Повторяя рассуждения п. 3° и используя опять
неравенство (5.5.10), находим искажение вектора Ef:

II61| := || 6 (Е/) ||< Mm- 1)V^II/II. (6.5.12)

По методу Хаусхолдера система (5.1.1) сводится к системе

EAx = Ef, или, если учесть искажения матрицы ЕА и столбца

£/, к искаженной системе

(U + T)z = Ef + 69 U = EA. (6.5.13)

Если т не очень велико, то е,(т — 1)Ут есть величина

малая, и можно воспользоваться формулами (5.3.6), (5.3.7),
в которых следует заменить А на U = ЕА. Так как матрица
Е — ортогональная, то || ЛУ—*|| == Ц^4.—JЦ, и можно воспользоваться

упомянутыми формулами (5.3.6), (5.3.7), не меняя множителя

\\А~~Х\\ и заменяя ||Г|| и их оценками (6.5.11), (6.5.12). В

результате получится следующая оценка погрешности искажения

метода Хаусхолдера: если РА — число обусловленности
матрицы А и

М/п-1)У^л<Р> 0<р< 1, (6.5.14)
то

£ = ||3-*||<Ml-prl(m-l)V^. (6.5.15)

6°. Оценим теперь погрешность округления, возникающую

при обратном ходе, т. е. при решении рекуррентной системы

(6.5.13). Как и в § 4 главы 5, обозначим U + T=0, Ef -f 6 =
= f и запишем систему (6.5.13) в виде (5.4.1). Это приведет
нас к соотношениям

f*
= ** + Y*. (t/ + r)Y = a, (6.5.16)

где a — вектор погрешностей, определенных соотношением

(5.4.2). По аналогии с § 4 главы 5 имеем далее

Y
= (и + Г)"1 a = (ЕА + Г)"1 a = (/ + Л"1^"^)"1 Л*1Е"!а.

Мы принимаем, что верны неравенства (6.5.11), (6.5.14),
поэтому

и HvIKO — Р)"1!^"1 II-Hall- Допуская, что |а*|<е и,

следовательно, ||a|]^eVw> получаем оценку погрешности округления
в методе Хаусхолдера:

JlYlKlA-'hl-pr'Ym е. (6.5.17)
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§ 6. ОЦЕНКА НОРМЫ МАТРИЦЫ И ЕЕ ОБРАТНОЙ

Iе. Как видно из содержания глав 5 и 6, оценки

погрешностей решений линейных алгебраических систем весьма часто

зависят от норм ||Л|| и НЛ-1!!, где Л— матрица данной системы.

Ниже, в § 4 главы 8, описан способ получения оценок сверху
для этих норм, основанный на вычислении характеристического
полинома матрицы ЛVI, однако этот способ требует большого

(порядка 0(тА)) числа арифметических действий. Здесь мы

изложим некоторые соображения о том, как получить нужные
оценки с помощью меньшего числа действий.

Просто находятся границы нормы ||Л||. Так, например,
вычисление нормы ||Л||е требует 2/л2 сложений и умножений плюс

одно извлечение квадратного корня, и для операторной нормы
справедлива двусторонняя оценка (см. [39], а также формулу
(1.2.2) настоящей книги)

т-1/2||Л||Е<|М||<М1|1£ (6.6Л >

2°. К сожалению, этот способ, видимо, нецелесообразен,
когда речь идет о норме обратной матрицы, так как ее

вычисление, например, по методу Леверье — Фаддеева (см. § 3
главы 8) или через решение систем с матрицей Лис
координатными векторами в правых частях требует 0(тА)
арифметических действий- Границы для нормы \\А~Х\\ может дать

следующий прием. Составим матрицу В=А*А. Если Л —

неособенная, то В— положительно определенная матрица;
обозначая через ai ^ а2 ^ ... ^ ат собственные числа, имеем

\\А || = V^= [ sup (Bx, x)]U2 || Л"11| = аТ112 = [ inf (Bx, х)Ги\
0х|| = 1 Ц*|| = 1

(6.6.2)

Заметим, что вычисление матрицы В требует 2т3
арифметических действий.

Пусть B = [bi}\iJ=v тогда (Bx, x) = 2^ /=1 ЬцХ{х} причем

Ьц>0. Положим £ = (0, ..., 1, 0, ..., 0) с единицей на £-м
месте. Тогда bkk = (Bxt x)^ inf (Bx, x) = ox. Отсюда

llxll-l

|| Л"11| = 1/а, > Ил/ьГ* II А-[ || > (minbkk)~\ (6.6.3)

и мы получаем нижнюю границу нормы ||>4—1Ц. Пусть

/С—какая-нибудь верхняя граница нормы ||В||=||Л||2; можно,

например, положить /( = ||i4||g. Составим матрицу D = [dlf]"l/el =
= К1 — В;ее наибольшее собственное число, которое мы

обозначим через ат, равно К— о\. Это число вычислим по

итерационному методу [139, § 53], и пусть Ki — полученное этим
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методом достаточно точное значение дт> так что можно считать

К\^К—о\ — е, где е — достаточно малое число. Тогда g\ ^
5? К—К\

—

е, и получается оценка нормы \\А~1\\ сверху:.

I А~х || < 1/V^C— /Ci — е. (6.6.4)

Глава 7

ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ

§ 1. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

1°. В простейшем случае метод последовательных
приближений осуществляется так: если в уравнении (5.1.1) Л=/— В,
так что этому уравнению можно придать вид х = Вх + /, то

выбираем произвольный вектор хо и полагаем затем

xn+l = Bxn + f. (7.1.1)

Для сходимости процесса (7.1.1) при произвольном хо
необходимо и достаточно, чтобы было р = р(В)<1; р(В)—

спектральный радиус оператора В:

р(Д) = Игл \\Вп\\1,п. (7.1.2)
/г->оо

Для матриц это условие равносильно такому: все собственные
числа матрицы В меньше единицы по модулю. В частности,

процесс (7.1.1) сходится, если ||В||< 1. По поводу
высказанных здесь утверждений см. [139].

2°. С процессом последовательных . приближений связаны

погрешности алгоритма и округления; погрешности
аппроксимации и искажения отсутствуют. Погрешность алгоритма
оценивается просто: полагая для простоты аг0 = /, получаем

x. = Z^QBnf. (7.1.3)
Отсюда

^=ii^-^ji=||ZL+,B"/I<ii/iiSL+iiififeii-
Выберем такое число е > 0, чтобы было р + е <. 1; при

достаточно больших k будет ||Я*||^(р + е)* и

Sn<ll/ll(lP^p8)I+81 - (7Л.4)

В частности, если ||В||< 1, то

«•<n/ii-n=w- (7Л-5)
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3°. Рассмотрим погрешность округления для процесса
(7.1.1). Для общих рекуррентных процессов оценка
погрешности округления дана в главе 4. В случае процесса (7.1 1)
вывод этой оценки можно упростить и уточнить Приведем
этот вывод.

Прежде всего заметим, что

— это сразу вытекает из формулы xn = Y*kmtQBkf и из

сходимости ряда £"_0||Я*||.
Пусть теперь vQ = x0 = f, v\, v2, ..., vk-\ — точно

известные векторы. Обозначим через xk точное значение вектора

xk = Bvk_} + f (7.1.6)

и через Vk — машинное значение правой части последнего

равенства. Пусть еще а* = £>*—хк- Величины справа в (7.1.6)
все заданы точно, и из формулы (1.1.9) легко вытекает, что

llaJKe.dlBMI^.JI + H/ll). (7.1.7)

Найдем связь между у, и */. Прежде всего элемент х0 = f
задан точно, поэтому vo = Хо = хо- Далее,

и, = х, + a, = Bv0 + f + a, = х\ + а,;

v2 = х2 + а2 = Bvx + f + a2 = Вх] + f + Вщ + а2 = х2 + Вщ + а2;

по индукции

vf
= xl+Zii_lB'->ai. (7.1.8)

Подставим (7.1.8) в (7.1.7):

l|oik||<e1{||B||[||xik.l||+ max !Ч II 1*1^1 Д*"'^] 441 Л|}<
<e, (Ct + C2max||a,||). (7.1.9)

Очевидно, можно положить

C,-[l|eilZr.ollfl*ll+,]ll/ll- C2=Z^J|^||. (7.1.10)

В частности, если ||В|| = <7<1, то

С, = [||В||/(1-<7)+1]|!/11, C2= 1/(1 — 17). (7.1.11)

Допустим, что etC? < 1, и пусть max||ai|| = a/f /<&. Если l = kt

го сразу получается оценка погрешности округления:

И^ц^еА/О-еА). (7.1.12)
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Если же / < ft, то, заменив в (7.1.9) к на /, мы увидим, что ai

удовлетворяет неравенству (7.1.12). При этом, если i ^ ky то

11а;||^||а/||, и ak удовлетворяет тому же неравенству, которое
таким образом установлено для всех k.

Если Сг не очень велико, то погрешности округления
удовлетворяют с точностью до величин высшего порядка малости

более простому неравенству

llcblKC.e». (7.1.13)

§ 2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИСТЕМЫ

Г. Во многих случаях можно применять метод
последовательных приближений не к данной системе, а к системе,

полученной из данной некоторым преобразованием. Чаще всего

используют такое преобразование: система (5.1.1.) заменяется

системой, ей эквивалентной и, вообще говоря, зависящей от

целочисленного параметра п:

x = x+Hn(f — Ax)t (7.2.1)

где Нп—неособенная матрица. Последовательные
приближения определяются по формуле

*«+! = xn + Hn(f- Axn)9 (7.2.2)

вектор лго выбирается произвольно- Для сходимости процесса
(7.2.2) необходимо и достаточно, чтобы

(/ - HkA) (/ - Hk_{A) ...(/- НХА) —+ 0. (7.2.3)

В частности, матрицы Нп могут быть шаровыми, тогда их

можно рассматривать как скалярные множители. Другой
интересный случай —это случай постоянной матрицы Нп = Я.
Несколько примеров такого рода будут рассмотрены в

настоящем параграфе ниже.

Вопросы, затронутые в настоящем пункте, подробно
освещены в [139].

2°. Пусть матрица А в уравнении (5.1.1)—положительно
определенная, Х\ и Хт — ее собственные числа, соответственно
наименьшее и наибольшее- Положим [124] Нп = Н ==2/(A,i +
-+- Хт)~1, так что система (7.2.1) принимает вид

* = |/-2(1,+ ХтГ[ А]х + 2(ХХ + 1тГ1 /. (7.2.4)

Верхняя и нижняя грани оператора / — 2(Х\ + Хт)~~1А
равны соответственно

1 *Х\ Хщ — Х\
л

* 2Л/гс Хт — Ад
Х\ + Хщ Х\ + Хт

у
Х\ + Хт Х\ + Хщ

Отсюда следует, что

I2A
I Лт — X. РА— 1
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здесь г а
— hm/к\— число обусловленности матрицы А. Из

неравенства (7.2.5) вытекает, что последовательные приближения
для системы (7.2.4) сходятся как прогрессия с знаменателем q.
Найдем выражения коэффициентов, входящих в оценки

погрешностей алгоритма и округления. Формула (7.1.5) сразу
дает

г < 2дП~1 HfH (7 2 6>

Далее, по формулам (7.1.10), (7.1.11) имеем

Ь2=-1 П ГЧ—> D = J
l -q Хх+Хт> А,, + к,

C1=||B||max|U*|| + C2<[1^+ l]-^
При увеличении Ci и С2 оценки погрешности остаются верными

поэтому можно положить

Соотношения (7.2.7) вместе с неравенствами (7.1.12),
(7.1.13) оценивают погрешность округления в

рассматриваемом случае.

Иногда (например, при использовании метода Ритца)
приходится сталкиваться с такой ситуацией, когда числа к\ и к,п

неизвестны, но известны числа 0 < ко < к\ и Ло > кт. В этом

случае можно заменить систему (7.2.4) следующей:

Н'-лпУ'+ ТгЬг'- (7-2'8>

Легко убедиться, что

/ —
2Л

Я, + Л0

•Л-о — Я/о
<*:=-g+g-<l.

и последовательные приближения сходятся. Легко также

получить в этом случае оценки погрешностей алгоритма и

округления.

Преобразование (7.2.4) было предложено И. П. Натансоном

[124] применительно к произвольным ограниченным

самосопряженным и положительно определенным операторам в

произвольном гильбертовом пространстве.
3°. Одношаговый циклический процесс, или процесс Зай-

деля, подробно рассмотрен в [139], и мы здесь ограничимся
самыми общими указаниями. Одношаговый циклический
процесс есть итерационный процесс, сформулированный для

систем вида x = Bx-\-f- Пусть B = [biJ\Jl9jmml; тогда упомянутый
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процесс определяется формулой

(7.2.9)

Положим

М =

О

Ь21

Уmi Ут2 ^m.m-l О J

N =

ь12

Ь22 Ь<1т

■Мхп +тогда соотношение (7.2.9) можно записать в виде хп

+ Nxn-i + f, или, что равносильно,

хп = (1- МГl NXn-i + U + МГ1 /•
Таким образом, одношаговый циклический процесс есть

обычный процесс последовательных приближений для системы

х = (/ - M)~l Nx + (I- M)~{ /,

равносильной системе х = Вх + /. Необходимым и достаточным

условием сходимости этого процесса является условие, что

спектральный радиус оператора (/— M)~lN меньше единицы:

оно равносильно условию, чтобы модули всех корней уравнения

6,,—/ Ъ

bm\t

12 '13

&22 — t Ь23

bm4 bm$t

b<xn = 0

были меньше единицы.

Погрешности алгоритма и округления для одношагового
циклического процесса оцениваются по формулам (7.1.16) —

(7.1.13), в которых соответствующие константы должны быть

вычислены для столбца свободных членов (/ — M)~lf и

матрицы (/ — M)~lN.
В [139] дано достаточное условие сходимости одношагового

циклического процесса, значительно проще проверяемое, чем

сформулированное выше условие-
4°. В статье [175] рассмотрен класс уравнений вида (5.1.1),

обладающих следующими свойствами:

М{\\х\\2^(Ах, *)<Af2||*||2f 0<М!<М2<оо, (7.2.10)
|Л —Л1<2й, 6>0, (7.2.11)

где числа Ми М2, k фиксированы. Неравенство (7.2.10)
означает, что симметричная часть матрицы Л, равная (А + Л*)/2,—
положительно определенная. Система (5.1.1), матрица
которой удовлетворяет условиям (72.10), (7.2.11), решается мето-
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дом последовательных приближений, которые строятся по

формуле

хп+\
= Хп — р(Ахп — /), (7.2.12)

где р
—

некоторое число. Доказывается, что при подходящем

выборе этого числа приближения (7.1.12) сходятся как

прогрессия с знаменателем q< 1; формулы для р и q таковы:

■-{; (7,2.13)
Mi (М2 + k2)~\ 2kl > (М2 - М{) Мь

. 2 (Л*! + М2)~\ 2k2 < {М2 - М{) ЛГ,;

=

( k (Afi + k2TU2> 2fe2 > (Af2 - Mx) M„

U^+ ^a-Af^l^^ + Afj)"1, 2*2<(М2-7И1)Л11.
(7.2.14)

Отметим, что при £ = 0, т. е. когда матрица А—
положительно определенная, формулы (7.2.13), (7.2.14) совпадают с

точностью до обозначений с соответствующими формулами
п. 2°, так что результаты статьи [175] можно рассматривать
как обобщение результатов Натансона на случай не

положительно определенных матриц. Вместе с тем необходимо
сказать, что это обобщение нетривиально.

Оценки для погрешностей алгоритма и округления сразу
получаются из формул (7.1.5), (7.1.12), (7.1.13), если заменить

в них В и / на / — рА и pf.
5°. Коротко остановимся на методе релаксации. Пусть А —

положительно определенная матрица и х—произвольный
вектор, который мы будем рассматривать как приближенное
решение системы (5.1.1); ее точное решение пусть будет х*.

Погрешность приближенного решения х можно оценивать так

называемой функцией ошибок F(x) = (A(x— #*), х — *»).
Поставим задачу: найти вектор х\ который отличался бы от вектора
х только i-й составляющей, так, чтобы F(x') < F(x). Положим

x'=x+aer, et — /-й координатный вектор. Легко доказать, что

F (x') = F(x) + a-* (aa„ - rtf - фГ|>. (7.2.15)

здесь аи — i-Ъ элемент главной диагонали матрицы А и

п
— 1-я составляющая невязки вектора х: п=(Ах— /, et). Мы

хотим, чтобы сумма второго и третьего членов справа в (7.2.15)
была отрицательной; это будет, если \аац— г*|<|г*|, или

<* = qri/aii9 0<<7<2. (7.2.16)

При этом изменение функции ошибок равно

FM-FW^-qV-q)^. (7.2.17)

Выбор q в указанных пределах произволен. Если q = 1, то

говорят о полной релаксации, так как в этом случае убыва-
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ние функции ошибок максимально. При q Ф 1 говорят о

неполной релаксации; если q< 1, то релаксацию называют нижней»
если q > 1, то — верхней.

Если процесс релаксации циклический, так что значение qt
множителя релаксации q, соответствующее значению i, 1 ^
^/ ^ /л, при дальнейшем возрастании / циклически

повторяется, то процесс релаксации оказывается частным случаем

процесса последовательных приближений. Именно, если D и

Q — диагональные матрицы, D = diag(an, а22> ..., атт) и

Q = d\ag(quq2i ..., qm), то процесс циклической релаксации
есть процесс последовательных приближений для системы

х = (/ - QD~lA)x + QD~' /, (7.2.18)
равносильной системе (5.1.1). Если упомянутый процесс
сходится (в [139] сходимость доказана для нижней релаксации),
то погрешности алгоритма и округления можно оценить по

формулам (7.1.5) и (7.1.12), (7.1.13), заменив в них В на

QD~lA и f на QD-{f.

§ 3. МЕТОДЫ НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА
И МИНИМАЛЬНЫХ НЕВЯЗОК

1°. Погрешности метода наискорейшего спуска исследованы
в главе 3, § 8, и в главе 4, § 4 для случая, когда в уравнении

(5.1.1) А есть ограниченный положительно определенный
оператор в произвольном гильбертовом пространстве.
Следовательно, этот метод применим и к линейным алгебраическим
системам с положительно определенными матрицами. Все

выводы, сделанные в указанных параграфах, для таких систем

остаются в силе.

К сказанному можно добавить следующее. В теории
линейных алгебраических систем известен метод сопряженных
градиентов (метод Ланцоша); этот метод подробно изложен в

учебнике [6]. По методу Ланцоша последующее приближение
Xk+\ к решению системы (5.1.1) с положительно определенной
матрицей А строится по предшествующему приближению
следующим образом. Выбирается число п<т (га— порядок

матрицы Л) и за Хн+\ принимается выражение

xk+l
=

*k + £^<MVfe, rk
= Axk - f,

в котором коэффициенты a\k) определяются из условия (Ахк+Х,
хки)

— 2(7, xk+l) = m\n. При п = 1 эти формулы тождественны

с соответствующими формулами метода наискорейшего спуска,

который, следовательно, можно рассматривать как частный

случай метода сопряженных градиентов.

Для линейных алгебраических систем метод Ланцоша —

точный: если матрица А имеет q ^ m различных собственных
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чисел, то q итераций приводят к точному решению
(разумеется, если все итерации выполнены без погрешностей); подробнее
об этом см. [6]. Во всяком случае достаточно выполнить т

итераций. Это, конечно, верно и для метода наискорейшего
спуска. Но тогда погрешности искажения и округления для
этого метода можно оценивать по формулам (3.8.7) и (4.4.4),
если заменить в них п на т.

2° Метод минимальных невязок был предложен М. А.
Красносельским и С. Г. Крейном в 1952 г. для систем с

положительно определенными матрицами. Ю. А. Кузнецов указал на

применимость этого метода к некоторым классам

несимметричных матриц. А. А. Самарский доказал сходимость метода.

В. С. Козякин и М. А. Красносельский изложили в [175]
метод минимальных невязок в достаточно общем виде, дали

новое доказательство сходимости, пригодное для

соответствующих классов операторов в произвольном гильбертовом поо-

странстве; в [175] дана и библиография вопроса.
Пусть система (5.1.1) удовлетворяет условиям (7.2.10),

(7.2.11). По методу минимальных невязок для решения
упомянутой системы строится итерационный процесс

Хп+\ = Хп — Рп (Лхп — /); (7.3.1)

численный множитель рп выбирается так, чтобы норма невязки

гп+{ =Ахп+\ — f была минимальной. Из (7.3.1) находим

гп+\ = Ахп — / — рпА (Ахп — f) = rn — рпАгп.
Отсюда

и норма Цгп+ill будет минимальной, если

pn
= (Arn,rn)/\\ArJ. (7.3.2)

Доказывается, что если m ^ 2, то

||гп+,||<</||гя||, (7.3.3)
где

а=— ——-—-——У-—• (7 3 4)

существенно, что q <. 1. Действительно, разность между
знаменателем и числителем оценивается так:

(М, + M2f + 4fe2 - Ml + М\ — 4k лД2 + М,М2 =

= 2М, (Mi + М2) - 4k (лД2 + М,М2 -k) =

> 2Af, (Л*! + ЛГ2) - 2МгМ2 = 2Af 1 > 0.
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Отсюда следует, что метод минимальных невязок сходится для

любой матрицы, удовлетворяющей условиям (7.2.10), (7.2.11),
точнее, для любой матрицы с положительно определенной
симметричной частью.

3°. Покажем, что если k = 0, так что матрица А —

положительно определенная, то метод минимальных невязок для

уравнения (5.1.1) совпадает с методом наискорейшего спуска для

равносильного уравнения А3/2х = Al/2f. Если & = 0, то

п =
(Агп,гп)

=
\\А1*гп\?

Рп
(Ahn, rn) (АА^Гп. А^гп)

'

Обозначим А1'2х = ху Л^2/ = /, Al^rn = fn. Уравнение Аъ'2х =
= Л1/2/ переходит в уравнение Ах = ]. Отметим, что ?п есть

невязка уравнения Ax = f при подстановке хп вместо х. В

новых обозначениях

Рп
= \\гп\\2/(ЛгПУгп)у

что с точностью до обозначений совпадает с оп (формула
(3.8.2)), и уравнение (7.3.1) переходит в уравнение,

определяющее процесс приближений для метода наискорейшего спуска.
Отметим еще, что в общем случае, когда & ^ 0, число рп

при больших п есть частное двух малых чисел, которое,
следовательно, надо вычислять с большой точностью.

Очевидно, что если при любом п будет ||/ — pnA\\^q < 1,
то погрешности искажения и округления процесса (7.3.1)
будут ограниченными; этого может не быть, если последнее

неравенство неверно.

§ 4. МЕТОД РИЧАРДСОНА

В настоящем параграфе мы кратко излагаем содержание
части статьи [172] с точки зрения результатов главы 4.

В пространстве Rm рассмотрим векторное уравнение

(I-B)x = f. (7.4.1)

Здесь / — единичная матрица в Rm, В — симметричная матрица
порядка тХ^, спектральный радиус которой р< 1;
следовательно, существует ограниченный оператор (/ — В)~К Примем,
что матрица В и вектор / заданы точно, без погрешности. По

методу Ричардсона решение уравнения (7.4.1) строится как

предел векторов х{п\ которые вычисляются по двухшаговому
рекуррентному процессу

*<"> — <х>Вх{п~" + ((о — 1) xin~* = со/, (7.4.2)

со = 2/(1+Л/^=г?)> (7.4.3)

начальные приближения л;(0) и л:(1) задаются произвольно.
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Рассмотрим несколько более общий рекуррентный процесс

/(n,-coBr^V(cD-'i)/^2) = A,rt (7.4.4)

и докажем, что для этого процесса справедливо соотношение

(3.7.4). С этой целью построим решение конечной системы

* < л, t{k) - cofi/*-1' + (со - I)*1*-2' = Л'*'. (7.4.5)

/(0) и f(i) считаем заданными произвольно.
Матрицу В можно представить в виде В = QAQ*, где Л =

= (А,1Д2, •
••> km)— диагональная матрица собственных чисел

матрицы В} Q —ортогональная матрица, составленная из

собственных векторов матрицы В, Q* — сопряженная с Q матрица.
В [172] доказывается, что решение системы (7.4.5) можно

представить в виде

й<я, ^)=E"r|Q5,-JQ*/2,/, (7.4.6)

где Sv — диагональные матрицы, элементы которых, лежащие

на главной диагонали, определяются так: если 9/ = arccos(A,,/p)
и со — 1 = г2, то

sin v6.

(Sv)// = <j vrv-if 8/== 0,

.(- lf-'v^"1, в, = л.

Отсюда ||QS4-/Q'A(/)|<(ft —/)г*^-,||А(,,|> и по формуле (7.4.6)

ft<n, I/c*1<maxlA(/,|E?-i(*-/)r*-/-1. (7.4.7)

Так как 0<г<1, то сумма в (7.4.7) ограничена. Но тогда

условие (3.7.4) выполнено, и можно оценить погрешность
округления для процесса Ричардсона (7.4.2).

Решая бесконечную систему (7 4.2), мы из-за погрешностей
округления вместо последовательности {х{п)} получаем

некоторую другую последовательность {v{n)}, которая точно

удовлетворяет другой бесконечной системе

oim — ofii^' + f©— l;i> "-*> = ©/ +в"" (7.4.8)

Допуская, например, что вычисления ведутся с

фиксированной абсолютной погрешностью е> имеем ||6(п)||^е. Из
результатов § 3 главы 4 вытекает, что

|| Yw || := ||о"я — х™ || < Се, С *= const. (7.4.9)

Постоянную С легко определить/ Вычитаем (7.4.2) из

(7.4.8):
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Сравнивая это с (7.4.5), находим по неравенству (7.4.7)

IhTIKmax |в(" || £n (n - /)г»-'-' <

<f7T^-T^lmaxls(/)l<Ce» (7-4Л0)

несколько увеличив выражение в квадратной скобке, придем
к неравенству

Цу(яЧ1<в/(1-г)2. (7.4.11)

Аналогичные оценки получаются в предположении, что

вычисления выполняются с заданной относительной
погрешностью.

Глава 8

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ПОЛИНОМ МАТРИЦЫ

§ 1. МЕТОД А. Н. КРЫЛОВА

Г. Собственные числа квадратной матрицы А суть корни

уравнения
Det(i4 —Я,/) = 0; (8.1.1)

полином в левой части этого уравнения есть

характеристический полином матрицы А. Метод Крылова (подробнее см. [139])
позволяет при известных условиях сравнительно просто

вычислить этот полином. Упомянутый метод состоит в

следующем.

Пусть А = [а*/1^/=,р Составим однородную систему (Л—XI) х=
= 0, или, более подробно,

Ц^ЕмЗД. '"=1. 2, ..., т\ (8.1.2)

эта система имеет нетривиальное решение тогда и только тогда,

когда к есть собственное число матрицы А.

Первое из уравнений (8.1.2) умножим последовательно на

А, А,2, ..., кт~х и каждый раз будем заменять в правых частях

произведения Хх\9 Хх2, .-., кхт соответствующими правыми
частями уравнений (8.1.2). В результате получится новая система

t-\t>k-\,iaii.
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Условие нетривиальной разрешимости новой системы есть

ftll-

*21-

Ьт\

-X

-Я2

"" ^т

Ь\2 • • •

&22 • • •

ьт2 ..

*lm

"2m

• "mm

Определитель (8.1.4) сравнительно нетрудно вычислить,
разложив его по элементам первого столбца, — для этого

достаточно вычислить т определителей порядка т— 1с числовыми
элементами.

Если система (8.1.2) нетривиально разрешима, то система

(8.1.3) также нетривиально разрешима. Отсюда следует, что

все корни уравнения (8.1.1) удовлетворяют и уравнению (8.1.4),
а тогда левая часть уравнения (8.1.4) делится на

характеристический полином. В данном случае делимое и делитель суть
полиномы одной и той же степени, поэтому частное есть

постоянная. Сравнивая коэффициенты при Хт, находим, что это

частное равно

Ь\2

Ь<п

Ьт- ,2

*13

&23

Ьщ-из • •

ЬШ

Ь<1т

Ьт-\ , т

Может случиться, что N =0\ тогда уравнение (8.1.4)
превращается в бесполезное тождество. Будем считать, что кфО~
В этом случае, как только что было доказано, полином (8.1.4)
сравнительно легко вычисляется, и дело сводится далее к

нахождению корней известного полинома.

2°. Проанализируем погрешности метода Крылова. Матрицу
А предполагаем заданной точно. Прежде всего оценим

погрешности элементов 6*/. Введем обозначения

bf/ = \bll\;k>l,b'k1^Z7Jb^laii\.
По формулам (8.1.3) и (1.1.9) имеем | б (Ь2,) К8i |&$|. Далее,

*>з/= Hi=ib2fiti и отсюда

* (*8/) = (ЕГ-1 (*«)„ аи)н - £Г-1 Ь21а„ =

= (ЕГ-. (Ы„ а,!)и - 2Г-1 (М„ а</ +

+ Z^li(M„a</— ЕГ=162(аг/ = 6(ЕГ-1(М„аг/)-Ь

16 (из/) I < в, {| Z Г-1 *'*« 1 + 127=. $««1 }•
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Теперь | б (by) К г\ (| Ьи \ + \ bf} |); по индукции найдем

WMKeiZtllld- (8-1.5)

Раскрыв определитель (8.1.4), получим уравнение степени т

£Г-оМ.* = 0. (8.1.6)

Коэффициенты Ьк на самом деле неизвестны, и вместо

^8.1.6) получится искаженное уравнение

m=l(bk + 6(bk))Xk = 0. (8.1.7)

Из (8.1.5) следует, что \8(bk) | ^ е\ау где а — постоянная,

зависящая от матрицы А. Полином (8.1.6) искажается на

величину порядка

eiaZr-ol^l* = eia(l^r+I—0(|Я|—1Г1.

Пусть число го таково, что все корни полинома (8.1.6)
содержатся в круге \Х\<.г0. Тогда в этом круге искажение

названного полинома не превосходит числа

eia(rj-+'— 1)(г0— I)"1. (8.1.8)

В силу известной теоремы алгебры полиномов за г0 можно

принять любое число, удовлетворяющее неравенству

г0>1+\Ьт\'х max \bh\. (8.1.9)
0<fe <m-l

§ 2. ПОГРЕШНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОРНЕЙ ПОЛИНОМА

1°. Выясним, как искажаются корни полинома (8.1.6), если

каждый его коэффициент испытывает искажение, не

превосходящее величины eia, a = const. Обозначим этот полином через
f(X), его искажение — через у(Х). Пусть а—корень полинома

f(X) кратности р^ 1. Если ei достаточно мало, то можно найти

такое число е > 0, что

min \f(X)\>ela(r^-l)(r0-l)-\ (8.2.1)
|А,—а|=е

2°. Выбор е можно осуществить так. Разложим f (X) по

степеням X — а

/ (А) = (Я - а)" £Г=7 ск (К - а)*, с0 Ф 0.

Если | к — а | = е, то

IfW^e'Dcol-Zrr'kile*].
Пусть е столь ма;.о, что

1Г-7|с*|в*<1с0|/2. (8-2-2)
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Тогда
l/(*)l>e'fc0|/2. (8.2.3)

В силу формулы (8.1.8) теперь достаточно потребовать, чтобы

Г2е,а r^+1-il

если 8i достаточно мало, то соотношения (8.2.2) и (8.2.4) не

противоречат друг другу.
По теореме Руше (см., например, [131, п. 22]) искаженный

полином f (X) + ty (X) имеет в круге \Х — а\<1е ровно р
корней оы, о&2, ..., ар; это значит, что искажение корня а не

превосходит числа е.

3°. Применение результатов настоящего параграфа к

методу Крылова очевидно. Столь же очевидно их применение
и к методу следующего параграфа-

§ 3. МЕТОД ЛЕВЕРЬЕ — ФАДДЕЕВА

Г. Пусть дана квадратная матрица порядка т. Выполним

построения, описанные следующими формулами:

А{ = А, px = SpAlt В1 = Л1 — рх1,

А2 — АВи р2 = 2~"1 БрЛ2, В2 = А2 — р21,

Ат-\ = АВт-2, рт-\ = (/П — I)"1 Sp Лт-1, Вт_1 = Лт_1 — рт-\1>

Am = ABm-.{t pm = m-lSpAmi Вт = Агп — рт1. (8.3.1)

Доказывается, что: а) ри ръ> ...» Рт суть коэффициенты
характеристического полинома матрицы Л, записанного в форме

f(X) = (- l)m(Am - p{lm-1 - р2Г-2 - ...

- pm); (8.3.2)

б) матрица Вт — нулевая; в) если матрица А — неособенная,
то

А-1 = Рт1Вт-х. (8.3.3)

В [139] приведены доказательства утверждений а) — в) и дана

библиография вопроса.
2°. Оценим погрешность метода Леверье — Фаддеева.

Элементы матрицы Л предполагаются заданными точно, поэтому

6(д(о>) = 0. По правилу умножения матриц и по формуле
(1.1.9) получим при k^2

|*К>)1<в.1а8,1=в.|2Г-1в^- 1)

|б(^-'>)|<е,|6')-)|( |в(Р4)|<в,|р4|-^\ZiJV (8.3.4)
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где aff] и ft//* — элементы матриц Ak и Bk соответственно.

Используя результаты § 2 главы 1, теперь легко оценить нормы

||6(А*)|| и ||6(В*)||, а также погрешности коэффициентов

характеристического полинома; если воспользоваться еще и

соотношением (8.3.3), то можно получить и оценку погрешности

обратной матрицы Л"1.

§ 4. ОЦЕНКА ЧИСЛА ОБУСЛОВЛЕННОСТИ МАТРИЦЫ

Г. Как мы видели на протяжении всего раздела II, для.
оценок погрешностей различных методов решения задач

линейной алгебры важную роль играют величины ||Л||, Ц-Д—*!!, Ра\
их двусторонним оценкам посвящен § 6 главы 6. Здесь мы ска-

жем о том, как можно оценить указанные величины сверху с

помощью характеристического полинома.

Пусть А — неособенная квадратная матрица порядка т.

Составим матрицу К = АА* и вычислим ее характеристический
полином. Если oi ^ 02 ^ ... ^ от — корни этого полинома, то,,

как известно,

MI| = V^. №~1| = л/*Г\ PA = <yJaJou (8.4.1)

Мы получим оценки для ||Л||, \\А-Ц\, РА сверху, если найдем
оценку сверху для от и оценку снизу для о\. Пусть

FW-ir.-o"^ (8.4.2>
— характеристический полином матрицы К. Как известно,
верхняя граница корней полинома F(X) дается выражением

P = l +a/\am\t a= max |а,|; (8.4.3)
О </<m-l

это выражение, естественно, является верхней границей для от.

Полином kmF(%~1) имеет корни сг^1, 6=1, 2, ..., т.

Применяя к этому полиному оценку (8.4.3), находим, что нижняя

граница для oi дается выражением

a = |ool/(|a0| + ft), Ь= max |a,|. (8.4.4)
1 < *<т

Теперь

IMI|<VP = V(la«l + a)/la*l.

M-I|<VSrT=V(|ao! + 6)/la0|> (8.4.5)

Рл<
/I
=

/(1<Хт1 + Д)/(|ао| + 6)

V а V |а0ат|

2°- Оценки (8.4.5) могут оказаться грубыми. Для их

улучшения достаточно уточнить оценки для от и о\. Это можно-

сделать, например, с помощью теоремы Штурма об отделении

корней полинома.
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Ра здел III

НЕКОТОРЫЕ КОНКРЕТНЫЕ

ЛИНЕЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ И ЗАДАЧИ

Главы 9 и 10 мы посвящаем методу конечных элементов

(МКЭ). В главе 9 даются краткое описание МКЭ, анализ и

оценки погрешностей, связанных с этим методом; в главе 10

изучается, постоянный множитель, входящий в оценку
аппроксимации МКЭ. В обеих главах мы в основном ограничиваемся
функциями одной независимой переменной и в соответствии с

этим краевыми задачами для обыкновенных
дифференциальных уравнений. Переход от одномерных задач к многомерным
во многих случаях осуществляется сравнительно просто. В

частности, в работах автора [96, 182], а также в некоторых его

более ранних работах исследуется погрешность искажения

МКЭ для широкого класса многомерных задач, приближенное
решение которых строится на кубической сетке; в [47]
исследуется погрешность вариационно-сеточной аппроксимации в

Соболевских пространствах Wn> для р = 2 эта погрешность была

ранее исследована Стрэнгом и Фиксом в [199]; имеется

довольно обширная литература, в которой та же погрешность
исследуется на симплициальных сетках, из последних работ
этого направления отметим статьи [147, 148], в которых
исследуется погрешность искажения МКЭ на треугольных сетках.

В [97, 180] исследована константа в оценке

вариационно-сеточной аппроксимации также и в случае многих переменных; сетка

лредполагается кубической.
В идейном плане исследование погрешностей на кубической

сетке не очень отличается от того же исследования в

одномерном случае, поэтому автор считает возможным ограничиться
в основном изучением последнего случая. Лишь в конце

каждой из глав 9 и 10 (§ 6 главы 9 и § 6 главы 10)
рассматриваются функции многих переменных.
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Глава 9

ПОГРЕШНОСТИ МКЭ

§ 1. ОПИСАНИЕ МЕТОДА ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ ЗАДАЧ

1° Пусть t — вещественная переменная и x(t)—функция,
определенная на промежутке [0, 1] оси t. В основе метода
конечных элементов лежит идея приближенного представления
функций того или иного класса линейными агрегатами
некоторых специальных функций. Ниже излагается один из многих

вариантов построения таких функций. (Подробнее см.

[96,182].)
2°. Зададим натуральное число s и построим 5 функций

(*></(/), 0 <; q <; s— 1, обладающих следующими свойствами:

а) функции a>q(t) определены на всей оси / и ®q
<= W(ps)(Ri)r

где р, 1 < р < оо, — фиксированное число. В приложениях
более интересен случай р = 2; б) supp со^ с: [—1, + 1]. Из а) и б)
вытекает, что со? е C{s~l)(Ri) и что

©^(±0= 0, 0<а, <7<s-l; (9.1.1)

в) функции a>q удовлетворяют равенствам

<°(0) = 6а,, 0<а, <7<s-l. (9.1.2)

Совокупность функций, удовлетворяющих условиям а)—в),
назовем системой исходных функций высоты s—1.

Зададим натуральное число п и положим h = \/(2n).
Координатные функции МКЭ определяются формулой

%ih = % (t/h - /), 0 < / < 1; (9.1.3)

здесь / — целое число; оно должно быть таким, чтобы q>qjh{t) Ф 0.
По условию б) это будет, если — 1 ^ t/h — j ^ 1; если t^
е [0, 1], то / должно меняться в пределах 0 <; / <; 2п-

Пусть x^W{p](0, 1). Рассмотрим подпространство функций
вида

£^~jE/loa*/M'/A--/). a,/= const; (9.1.4)

размерность подпространства (9.1.4) равна N = s(2n-\-l).
Если положить aqj = hqx{q)(jh), то соответствующая функция

** (0 = И7-о £/-о*V" (/А)со, (t/h - I) (9.1.5)

решает задачу эрмитовой интерполяции для функции x(t).
Именно

^*4ioh) = -^x(j0h), 0<а<5-1, 0</0<2а1. (9.1.6>
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3е. Вопрос о сходимости xh(t) * х (/) решается следующей

теоремой
Теорема 9.1.1. Предельное соотношение

||*Л — х\\ *0 (9.1.7)
W[S) rt-*oo
W

О

имеет место для любой функции xett^'f (0, 1) тогда и только

тогда, когда исходные функции удовлетворяют соотношениям

5CzLoW^e'(/-°-T 0<y<s* 0</<1, (9,1-8)

Эти соотношения мы называем фундаментальными. Более
подробно можно записать фундаментальные соотношения (9.1.8)
так:

v^v © (/ —i) Л

i«-l ^(Z- 1)
=
-, 0</<l. (9.1.8a)

^=0 (s-qy

Простейшие исходные функции — это функции,
совпадающие на каждом из промежутков [—1,0| и [0,1] с

некоторыми полиномами степени 2s— 1:

-1</<0, <*Q(t) = ±(l+t)st<>[a^-a\°4+...
...+(- lr^1^!!,-/^-1!; (9.1.9)

0</<1, coJ0 = y(l-0s/4C + a^+...+a;Vi^<7"1h

числа a£' определяются однозначно: они суть коэффициенты
ряда Маклорена для функции (1 — t)~s\

af=\\ k>0y dg> = -frS(s+l)...(s + k-l). (9.1.10)

Отметим, что из (9.1.10) вытекает рекуррентная формула
a(s) = a{s^ + a£-i)f 1 < ft ^5 _ 2. (9.1.10а)

4°. Функции (9.1.9), (9.1.10) удовлетворяют «усиленным»

фундаментальным соотношениям. Так мы называем

соотношения (9.1.8), если они верны при значениях у, 0 ^ у ^ s, где
s > s. Приведем эти соотношения в подробной записи:

(9.1.86)
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Для функций (9.1.9), (9.1.10) s = 2s — 1. Не существует
одномерных исходных функций, соответствующих определению
п. 2° и удовлетворяющих соотношениям (9.1.86) при s >

>2s-l.
Кусочно-полиномиальные исходные функции дают (см.

ниже, § 2) наилучший порядок по h погрешности
аппроксимации сравнительно с любыми другими исходными функциями,
удовлетворяющими условиям а)—в) настоящего параграфа и

фундаментальным соотношениям (9.1.8). По этой причине мы

назовем оптимальными полиномы, образующие правую часть

второй формулы (9.1.9)-
5°. Рассмотрим краевую задачу с естественными краевым»

условиями для обыкновенного дифференциального уравнения

Ax:=^o£iPk{t)l£) = f(t)> °</<К (9-М1)

Примем, что коэффициенты pk(t) измеримы и ограничены,

оператор А задачи — положительно определенный в £г(0, 1),
Pb(t)^ const > 0. Тогда существует единственный элемент

х& W2S)(0, 1), который является обобщенным решением
рассматриваемой задачи. Будем решать эту задачу по МКЭ:
приближенное решение xh(t) будем искать в виде (9.1.4) и

определим коэффициенты aqi из условия, чтобы интеграл энергии

(Ах\ **) —2(f, xh) (9.1.12)
был минимальным. Это условие приводит к линейной
алгебраической системе для неизвестных коэффициентов, которые мы

здесь и далее будем обозначать через а{^-

Z7-o ЕНо [4W ф«тнК/ - (/. qv/'n). о < if < s - 1,

0</'<2я; (9.1.13)

квадратные скобки означают скалярное произведение в

энергетической метрике, а фа/Л
= щЦ/к — /). Система (9-1.13)

имеет одно и только одно решение.
Если л:—произвольный элемент энергетического

пространства, то [84]
(Ах, *) — (/. x)=*\x-xS — \x.f' (9.1.14)

здесь х*—точное решение задачи, ] • \ норма в

энергетической метрике. Отсюда вытекает следующее: если xh —

произвольный элемент подпространства (9.1.4), то

l**-*J<l**-*J- (9.1.15)
6°. Отметим еще следующее: если уравнение (9.1.11)

решается при условиях первой краевой задачи

*a(0) = ru'(lj = 0, 0^<х<б-1; (9.1 !6)
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то подпространство (9.1.4) можно заменить несколько более

лростым подпространством функций

**(')= Efa.o£/-i flW/A-/)- (9.1.17)

§ 2. ПОГРЕШНОСТЬ АППРОКСИМАЦИИ

1°. Пусть x<=W{2S+l)(0, 1), тогда л;€=С15,(0, 1) и можно

построить функцию xh(t) по формуле (3.1.5). Оценим норму
разности х — xhfB метрике W{2S)(0, 1), O^js^js; эту метрику мож-

.но задать, например, формулой

(x,y)wis) = TS \lxa(t)ya(t)dt.
Рассмотрим интеграл

[l[Dax(t)-Daxh(t)fdt =
Jo

'[Dax(t)-Daxh(t)fdt9 0<a<S,

о

2/1-1 M/o+Dfc,_2/1-1 M/e+

^/a-0 J/oA

Da=—

Выделим из последней суммы одно слагаемое:

/,в = \ [Dax(t)-DaxhU)] dt =
J/оЛ

р(/о+1)ЛГ п
_s-l_2ri -12

= Da* (/) - У У xiq) (/А) Л"Ч С/* - /) *-
J/оЛ L iL-'(7=0^-'/=.0 J

Обозначим /о/г = t0 и сделаем подстановку / = t0 + т/г, 0 ^
^т^1. Слагаемые в последней сумме отличны от

тождественного нуля, если —1 < /о + т — /< 1, т. е. если / = /0 или

/ = /о+ 1. Теперь

Jи = а\
'

[>> (t0 + xh) - Л-*У'"1 У' ХЫ (tQ+ih) a><«> (t-/)1W
Разложим xW(t0 + xh) по формуле Тейлора по степеням h

до членов порядка s — а, а x{q^(to + ih) — до членов порядка
s — q\ в обоих случаях остаточные члены будут содержать
производную x(s+l)(t). Легко проверить, что в силу

фундаментальных соотношений главные члены формул Тейлора
исчезнут, а остаточные члены дадут оценку
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Суммируя по /о, а затем по а, получаем

IU-/t<*><C/r*+1*(S+1)fMo,.). (9-2.1)

2°- Лучшая оценка получается, если исходные функции
удовлетворяют усиленным фундаментальным соотношениям,
а функция x(t) обладает соответственно большей гладкостью.

Пусть фундаментальные соотношения удовлетворяются для

y=2s—1, a x&W{2S)(0, 1). Тогда рассуждения, аналогичные

предшествующим, приводят к оценке

|*-**ЦП<СЛ*-'|*<эд|1.,(0. „, 0<s<2s- 1. (9.2.2)

3°. Обратимся к задаче п. 5° § 1. Отметим, что для этого

случая энергетическая норма эквивалентна норме W{2S)(0y i).

Допустим, что решение рассматриваемой задачи хч е W^ (0, 1),
для этого достаточно, чтобы коэффициенты уравнения (9.1.11)
и его свободный член обладали некоторой определенной
гладкостью. В качестве исходных функций возьмем

кусочно-полиномиальные функции (9.L9). По формулам (9.2.2) и (9.1.15)
находим оценку погрешности аппроксимации МКЭ

§ 3. ПОГРЕШНОСТЬ ИСКАЖЕНИЯ

Г. При исследовании погрешности искажения для нас

будет существенно, что коэффициенты aqj в приближенном
решении xh зависят от Л, поэтому будем обозначать их череа

a%jy так что

xh(t)= S,-o E/.o&W'M-/)- (9-3.0

Совокупность коэффициентов aqhj при фиксированном h будем

рассматривать как вектор а(Л) в пространстве RN, iV = s(2/2-f-
+ 1), а совокупность правых частей системы (9.1.13)
F*gi:=(f* Ф?/л)—как вектор F{lt) в.том же пространстве RN.

2°. Решим вспомогательную задачу: выведем неравенство,,
связывающее норму функции хн вида (9.1.15) в L2(0, 1) с

нормой соответствующего вектора коэффициентов а, составленного

из коэффициентов aqf, в RN. Имеем

—л2п-\ Г(/+1)Л
|| х^ \f := || **> |^ (0^ {)

= £^ \lh [*{h) (Of dt.

В промежутке (lhy (I + \)h) отличны от тождественного нуля
только координатные функции a>q(t/h — /) и щ(1/1г — /—1);
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отсюда

\ [** (Z)]2 dt = \ У (aql<>>q (t/h -1) +

+ «(?. /+i<o* (//ft — / — 1)) dt = ft jj £ {aqi®q (t) +

+ aQt z+ko^ (t — 1)) J d%. (9.3.2)

Последний интеграл есть неотрицательная квадратичная
форма от 2s переменных aqitaqti+i9 q = 09l9 ..., s— 1, с

коэффициентами не зависящими от ft. Нетрудно видеть, что эта

форма— положительно определенная. Действительно, пусть ее

значение равно нулю. Тогда

E^Io(a?'MT) + a<7. /+ico^(t— 1)) = 0, 0<т<1.

Дифференцируя это тождество а раз, а=0, 1, ..., s—1,
полагая затем т = 1 и т = 0 и пользуясь соотношениями (9.1.1),
(9.1.2), находим, что все коэффициенты aqi = aq% ;+i = 0. Этим

доказана положительная определенность рассматриваемой
формы. Отсюда следует существование таких постоянных с\у съ

положительных и не зависящих от h и /, что

/ + 1 s-l Г(/+1)Л 9
. „/+1

w Е,_, Е,_ а2,/ < S 1Л
[**(/)]rf/ <2 ^ £,.,3/.

Суммируя последнее по I, получаем искомые неравенства

ex V^IIa\\Rn<||д*Ич(0, {) < с2 VAIIа||%. (9.3.3)

3°. Введем два новых пространства XN и YNi состоящие, как

И #Nl из N-компонентных векторов, с нормами

1Н1% = Л/Л||а||%) ||а||^ = А-1/20а||^. (9.3.4)

Теперь неравенствам (9.3.3) можно придать вид

Ci\\a\\XN<\>x4L2{0tl)<c2\\a\\XN. (9.3.5)

Пусть Mh—матрица системы (9.1.6) и Ан — оператор,
порожденный этой матрицей и действующий из XN в YN. Векторы
дСо и F{h) будем рассматривать как элементы пространств
XN и YN соответственно. Систему (9.1.6) можно записать в виде

Aha{h) = Fih\ (9.3.6)

Теорема 9.3.1. Вычислительный процесс (9.3.6) (процесс
вычисления коэффициентов affl) устойчив в последовательности

пар пространств (XNi Yn) в смысле второго определения
(§ 2 главы 3).
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В силу следствия 3.2.1 достаточно установить, что величины

\Ай1\ и Wh)\x ограничены независимо от Л.

Оценим норму || Лл! ||*

&e% II Ъ И &e /?уу II b IL 1*1
'

где |A(lft) — наименьшее собственное число матрицы Мп%
Пусть Я0 —нижняя грань оператора Л:Я,0= inf |у|2/||у||2»

J • | — энергетическая норма оператора Л. Этот оператор —

положительно определенный, поэтому Х0 > 0. Пусть

»Л(0= Z"Io E/lo^/^(^-/)
'

и пусть b ^ RN вектор с составляющий Ьд}. Очевидно, что

^еЯл, поэтому Я0<| yft|2/||y'l|l2. Далее

КI2 = | Z
*~

J £ /lo bq!%fh f=
= Z q% q>=o S /, r=o [Фа/л, qy/'/J *<//*</'/' = (M*fc, b)R^t

По формуле (9.3.9) |оЛ|2^^А||6||| и, следовательно,

1 (**». 6)ЛЛ,
0

<?А II<
•

Правую часть можно заменить ее нижней гранью по всем

возможным векторам b e RN. Это приведет нас к неравенству

\^ jli^Y^A, или \х\п> ^ XQc2{h. Подставив последнее неравенство

в (9.3.7), найдем, что || АнХ ||< (Я0с?) = const.

Как хорошо известно, для рассматриваемой нами задачи

процесс МКЭ сходится в НА. Тем более он сходится в L2(0, 1).
Отсюда следует, что £2-нормы приближенных решений
ограничены: ||я/Л ^Сз = const. По неравенству (9.3.3) нормы l\a{h)\\x
также ограничены: Иа^ЧЬс^^^зЛч. Теорема 9.3.1 доказана.

4°. Устойчивость процесса (9.3.6) означает следующее.

Пусть матрица Mh вычислена с погрешностью 1\, а вектор
F1 —с погрешностью 6(*> и пусть b{h) — решение искаженной
системы МКЭ

(Ah + Vh)b{h) = Fh + 6{h\ (9.3.8)

где Гц — оператор, порожденный матрицей ГЛ и действующий
из XN в Yn. Существуют такие положительные постоянные р,
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q, r, что при любом h справедливы оценки погрешности
искажения: если ||fft||^ г, то

\\Ьт-а«%^Р\\Г„\\ + <,П„. (9.3.9)

5°. Нетрудно описать вычислительный процесс, дающий
последовательность приближенных решений МКЭ- Функции
(9.1.5) образуют в НА подпространство, которое мы обозначим

через На\ Формула

определяет оператор, действующий из XN в Н(а] и

сопоставляющий вектору коэффициентов а(Л), удовлетворяющему
уравнению (9.3.6), приближенное решение xh(t). Обозначим этот

оператор через 11^. Он очевидно обратим, так что xh = ПЛа(,1) и

а{Н) = Пь хн. Подставив последнее выражение в (9.3.6),
получим вычислительный процесс, определяющий приближенное
решение хн

AhlTh{xh = F{h\ (9.3.10)

Теорема 9.3.2. Вычислительный процесс (9.3.10) устойчив
в смысле второго определения в последовательности пар

пространств {Н{а\ Ym).
В результате искажения мы вместо уравнения (9.3.10) по-

цучим искаженное уравнение

(Ah + rh)Y\-lzh = F<h> + 6ih) (9.3.11>

и искаженное приближенное решение

Ь{$ — составляющие вектора b(h). Очевидно, что

I *н - xh I2 = (Mh (6<*> - a<*>), № - **)Rn <
< || Ah (b^ - аЩ \\y„ ■ II &<"> - a<*> !|^ (9.3.13>

Второй множитель справа оценивается по неравенству (9.3.9),
остается оценить первый множитель. Из уравнений (9.3.6)»
(9.3.8) находим

(Ah + \\) (й<*> - a*>) = 6<"> - !><">,

что приводится к виду

(/ + tUT1) А, (й(Л> - aw) = 6<"> - Г„a,ft>.

Как было показано ^выше, || Л/Г11^ ^i^o) . Потребуем, чтобы

ИГлН^рйАо, где р — какое-нибудь число из интервала (0, 1).
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Тогда Ul + ГнАн1) '|к(1-рГ' и

lUa^-Ollv^d-Pr'tl^fl^ + ^ollf.H].
Теперь

\zh- xh\^{(l - $Г1 [p\\rj + q\\6M\\YN\X
X [К\ I Г„ 1 + II 6<"' ||KJ },/2 < р, | ГА | + д{ || б<"» |^; (9.3.14)

последнее неравенство верно, если ИГлИ^п = min(r, рс?Л0).
Теоремы 9.3.1, 9.3.2 остаются в силе, если х — векторная

«функция. Изменится только значение N, именно будет N =

=ks(2n +1), где k — число составляющих вектора х.

§ 4. ЧИСЛО ОБУСЛОВЛЕННОСТИ МАТРИЦЫ МКЭ

1°. Число обусловленности матрицы МКЭ Mh равно
отношению Рм = lAffp/pffK где \1$ и \х[п) суть соответственно

наибольшее и наименьшее собственные числа матрицы Mh:

К«.= min .^-о^/-^/*1 , (9.4Л)

Zs-l ^2/г 12

*-><7=0*->/=06''

Vn)= ?**
'

^-1^2.

Обозначим через gjy и g^ значения коэффициентов gif,
при которых достигаются соответственно минимум и максимум
дроби (9.4.1). Пусть

так что

«Формулу (9.3.3) можно представить в виде

< II *" II2 < ^ Е^, E,l0 а2, < < || х» ||2, <, с$ = const > 0. (9.4.2)

Отсюда вытекают неравенства

^>±ТЬ1?> min К£-4-==^АГ> (9.4.3)
Ч ||«ill х*в<)ч{о, И* 'Г с2 <2

А I»«I2 | *" |2 А А
, ч

" 4 II»* If ,*«<>Mo,IU IP Cl c'
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здесь Х\п) и XKff — приближения к первому и к N-му
собственным числам оператора (9.1.11),' построенные по МКЭ Для
собственных чисел процесс МКЭ сходится, поэтому Х" ^с\ =
= const > 0; кроме того, справедливо соотношение tif} ^c\h~2s>
с\ = const (см. [96] и [182], а также [122]). Теперь из

неравенств (9.4 3) вытекает, что

ц/^с'Л, ц^^С'Л1-2*, с\ с" =>const, (9.4.4)

и PM/t<c/T2s, с = const. (9.4.5)

2°. Докажем, что при достаточно большом N верны и

неравенства противоположного смысла

\х!\п) < c0h, \x{/i > c'ohl~2st PMfi > c0fi~2s, со, Со', с0 = const > 0.

(9.4.6)
Из (9.4.2) вытекает соотношение

Выберем #л так, чтобы правая часть последнего неравенства

приняла свое наименьшее значение, равное НХ^/с^
Одновременно заменим левую часть ее наименьшим значением \i\nK
В результате получим ^Г^НХТЧс'и Так как Х\п) N^£ Хи то

при достаточно большом N будет A,(/l)<2Ai и \iT] <^2НХ{/с\.
Аналогично получается неравенство \i(ff ^ X{ffjc2\ так как tiff ^
> c4h~2s [122], то \iff > c\h~~2s и окончательно PiAh^cAhT2sl2X\Ci.

§ 5. ПОГРЕШНОСТИ АЛГОРИТМА И ОКРУГЛЕНИЯ

1°. Систему (9.3.8) можно записать в виде

(Mh + rh)bihs = F(h> + 6[n\ (9.5.1)

при этом нужно рассматривать b{fl). F{h) и 6(Л) как элементы

пространства RN. Матрица Mh — симметричная и положительно

определенная в RN; допустим, что IIГЦ^ г (см. § 3, п. 4°), как

это требуется соответствующей теоремой об устойчивости.
Покажем, что при достаточно малом h матрица Мп = Мн + Гц
будет положительно определенной. Прежде всего Г^ можно

считать симметричной, а тогда симметричной будет и Мп

Далее, || Мн || = M-lv' и, следовательно, Со Л1"29 < || Мн II < c"h"2\ Теперь

\\Ah\\= sup ——^-=-\\Mh^cQh'^
«* *x"hN h
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Точно также найдем, что ||fft[| = ft-MUMI, и потому ||ГлН ^ rh.

Выбрав г достаточно малым, можно добиться того, чтобы
нижняя грань матрицы М/,, которая больше, чем \i\N) — rh, была

больше, чем c'h/2, и матрица Mh будет положительно
определенной. Верхняя грань этой матрицы не превосходит
величины c"h}~2& + rh, и ее число обусловленности

Mh ^-
с

' с'

Второй член справа мал по сравнению с первым; мы им

пренебрежем и будем считать, что

Р^ <2c"h-2s/c'. (9.5.2)
h

Заметим, впрочем, что неравенство (9.5.2) можно сделать

точным, если несколько увеличить число с".

_

К системе (9.5.1) с положительно определенной матрицей
Ми можно применить прием Натансона (глава 7, § 2, п. 2°):
система (9.5.1) заменяется системой (7.2.7), в которой следует
положить

f = F{h) + 6(h\ Я0 = 2~УЛ, A0 = ^-2s

(слагаемым rh в последнем равенстве пренебрегаем); система

(7.2.7) принимает вид

uih) Г, ШН 1 h(h) __
2(F^ + 6(/t>) Q

.

■ L 2-*c'h + c''h{-2s]
~

2-*c'h + c«hl-2s
' ^ '

При этом

p:=i/_ *^
2-{c'h + c"h{-2s

c"hl~2s-2-lc'h \-c'h2s№c") -

^
c"/*1"2* + 2-[c'h 1 + c'h2sl(2c")

< '

и если систему (9.5.3) решать по методу простой итерации, то

эти итерации будут сходиться как прогрессии с знаменателем р.

Погрешность после L итераций оценивается величиной

f^|F,ft46,ftl«pt+,£/r2lF(ft+6,'l,|. (9.5.4)

Потребуем, чтобы множитель при \\F{h) + б(,г)|| не превосходил
заданного малого числа е:

(L + 1) In (1/р) - 25 In (1/A) - In (с"/с') > In (1/е).

Заменим здесь In (1/р) его приближенным значением -ргА2*. Тогда

последнее неравенство дает

L>£*-*(2.1n-J- + In£)-l.
6 Зак. 789 161



2°. Займемся оценкой погрешности округления. Для
краткости положим

/ - 2 (2~Vft + c"ti-2sTX Mh = U,

2 (2-УЛ + c"hl-2syl (F{h) + б(Л)) - Л
(9'5'5)

так что систему (9.5.3) можно записать в более компактной

форме
_

b(h)-Ub{h) = F; (9.5.6)

при этом ||£/||=р< 1. Решение b{h) можно строить в виде

где bo = Ft bv—Ubv-u v ^ 1. Пусть векторы g и т] связаны

соотношением т] = /У£, так что

Ч1 = 21кяв{и},Лк, /=1, 2, ..., ЛЛ

Допустим, что вычисления производятся с повышенной

точностью, тогда по формуле (1.1.9)

и, следовательно,

l|6(n)ll<eill£/iliHiy. (9.5.8)

Ниже будем обозначать Ш||е = pi-
Из формул (9.5.7), (9.5.8) следует, что при v^l

bv + 6 (6V) = U (&v_, + б (6V_,)) + 6elPl || &v_, + 6 (6V_,)i|.

Отсюда находим, что с точностью до членов высшего порядка
малости относительно ei будет

v>l, б (bv) = С/б (bv_{) + QBl9l\\ bv_{ ||

и, следовательно,

II6 (6V) II ^ РII6 (&v_,) II + elPl || 6v^t ||,

или, обозначая 6(6v) = eIxv,

*v<pxv_,+p||6v--,||. (9-5-9)

Заметим, что щ = 0, так как величина b0 = F известна точно

По формуле (9.5.9) получаем kv-i ^ pXv-2 + pi||&^—2II-
Подставив это в (9.5.9), находим

*v < p2Xv_2 + PPi II *v-2 II + Pi II *V-2 II-

Продолжая таким же образом, получим в конечном счете

xv<Pv-4 + PiZll!ll^llPv-fe-1.
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Но и, < р, || Ь01| = Pl || F ||, || bk || = || U\ || < р* || F ||, поэтому

xv<PIjlfllvpv-»f lietMIKe^HFIIvp^1. (9.5.10)

Приближенное решение bih\ полученное из (9.5.6) в результате

L итераций, имеет вид b{h) = 2v=a0&v; составляющие Ь{£

вектора Ь"г) выражаются через составляющие &fev векторов &v по

формуле b{k)== ZVe=0^fev. Учитывая формулу (1.1.9), можно

написать

ь<"> + б (ьт) = ZLV.0 (*, + б (М) + e,6.

где б — вектор с составляющими

в правой части последнего равенства отброшены члены более
высокого порядка малости. Из упомянутого равенства находим

11*№(Л,)Р<ЕГ-о11б^)И + в1116Ь
а из формулы (9.5.10) —

ЕГ-о II6 <*v) II < elPl || ^ Ц ХГ-i VPV_1 = (1 — Р)"2 «iPi И ^ И- (9.5.11)

Далее,

здесь 6V —вектор с составляющими |^jVl- Теперь

iiHi<||sL5vkELii6vii<zLii6vii<ii?:iisr-opn=
= \\F\m~p). (9.5.12)

Теперь по формулам (9.5.11), (9.5.12)

IIS (Ьт) || < е, || F || [р,/( 1 - р)2 + 1/( 1 - р)].

Так как р довольно близко к единице, то вторым слагаемым

в квадратной скобке можно пренебречь, и окончательно

получается следующая оценка погрешности округления:

||6(6(ft,)fl<8I||F||pl(l-pr2<e1l|/:,|lV^P(l-pr2<
<8,||F||V(2rt+l)s(l -Р)"2 (9.5.13)

Но 1— p = 0(A2s) и (2n+ l)s=0(A~'), поэтому

l6(^)|| = 8I||F||0(/J-4s-,/2). (9.5.14)

3°. По-видимому, целесообразно выполнять такое

количество итераций, чтобы погрешности алгоритма и округления,
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т.е. правые части формул (9.5.4) и (9.5.14), были величинами

одного порядка малости- Потребуем, чтобы р +1А~ S
= e1/T4s~l ,

или pL+1 = e,/T2s~l/2. Отсюда, так как Inp-1 « c'/Wc", то

L + 1 = (с*/с') h~2s [In (1/e,) + (25 + 1/2) In (1/A)].

Обычно h существенно больше, чем еь поэтому вторым
слагаемым в квадратной скобке можно пренебречь и положить

L+l= (c"h-2slc') In е-1 (9.5.15)

Результаты настоящего параграфа распространяются на

положительно определенные задачи для уравнений в частных

производных порядка 2s в кубе евклидова пространства Rm.
Различие проявится только в том, что в данном случае N = 0(ft-'n),
поэтому в формуле (9.5.14) справа появится величина

0(h-4s-m/2)\ формула (9.5.15) остается неизменной.

_

4°. Систему (9.5.1) с положительно определенной матрицей
М\ можно решать по методу Холецкого; в этом случае
погрешности оцениваются так, как об этом сказано в главе 6, § 2.
Далее, в случае обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка (m = s=l) матрица Mh — трехдиагональная,
и можно воспользоваться методом прогонки; для оценки

погрешностей можно воспользоваться тогда результатами

главы 6, § 1-

§ 6. ПОГРЕШНОСТИ МКЭ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ

Г. Для простоты ограничимся рассмотрением функций,
заданных в замкнутом единичном кубе Q пространства Rm\ о

применении МКЭ к более общим областям см., например, [94,96].
Выберем натуральное /г, положим /г = 1/(2/г) и построим в

Rm кубическую сетку с шагом h. При этом куб Q будет точно

покрыт кубами сетки. В качестве исходных функций возьмем

произведения

&g(t) = IL™_]uqk(tk). (9.6.1)

Здесь t=(tut2i ..., tm) — вектор в Rm> q=(quq2y ..., qm)—

мультииндекс размерности т, со^
— функции (9.1.9), (9.1.10).

Напомним принятое нами обозначение: если а — вещественное

число, то а — вектор, все т составляющих которого равны а.

Далее, если /=(/ьг2, •••> tm)y t=(ti,t2, ..., хт)—векторы
или мультииндексы в Rm, то будем писать t ^ т, если tk ^ ть
k = 1, 2, ..., m; если при этом хотя бы для одного значения k

будет tk < тл, то будем писать t <C т. В этих обозначениях

Q ={/: 0 ^ / ^ \}у мультииндекс q в (9.6.1) подчинен

неравенствам O^^^s^—1_, а .радиус-вектор любого узла упомянутой
выше сетки равен /ft, где /

— целочисленный вектор.
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Из определения (9.6.1) вытекают очевидные свойства

функций ©„(О: a) suppc^ = <?!:={/:- 11 </<]}; б) Da<bq(0) = 6aq,
0<а, ?<s — 1; в) если /^dQ, то Da®q(t) = 0t 0<а, <7<s— К

Координатные функции МКЭ выражаются через исходные

функции (9.6.1) по формуле

4>qfh(t) = (bq(t/Ii-j)y (9.6.2)

/ — любой целочисленный вектор.
2°. Если х е C(s~l)(Q), то функция

x(h) (t) = Z2<qo-i Zo</<2,*'
f^ (/А) Й, (t/h - /) (9.6.3)

принадлежит тому же классу C(S_1)(Q) и удовлетворяет
условиям

Daxh (j0h) = Dax (/0ft), 0 < /о < 2/rf 0 < о < s — lj (9.6.4)

функция (9.6.3), следовательно, осуществляет эрмитову
интерполяцию функции x(t) по заданным значениям этой последней
и ее производных до порядка s— 1 в узлах сетки,

принадлежащих кубу Q. .

Мы будем рассматривать также функции x(t) класса H^pS)(Q),
5^ s, 1 ^ р ^ оо. Для таких функций мы определим xh(t)
более сложной формулой

Jf*(0=Zo<,<.-iZo</<25A1*rJ(rt(/A)a,WA-/). (9.6.5)

где лг(0—усреднение функции #(/) ранга, не меньшего 5, по

Ильину—Головкину [59,47]. Отметим следующее свойство
такого усреднения: если его ранг равен s0 ^ s, то можно выбрать
такой достаточно малый радиус усреднения, чтобы

ll*-*IL<*><ef (9.6.6)

е — произвольно заданное положительное число.

Опираясь на усиленные фундаментальные соотношения,

которыми удовлетворяют одномерные исходные функции (uqk(tk)
(см. § 1), можно доказать, что для функций класса C(S>>(Q)
погрешность аппроксимации стремится к нулю, когда /i->~0,
а для класса C{s)(Q), s + 1 ^ s ^ 2s, эта погрешность имеет

оценку

\\х-хн ||с(„ < СЛ*""1 max || х{а) ||с. (9.6.7)
Ia|=s

Если xe^(Q), 5+l<?<25, то положим в (9.6.6) е =

= Cfts-smax |*(а)||г и sQ
= s. Далее, построим xh по формуле

lai=s р
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9.6.5). По неравенству (9.6.7) получим

|х-*\«<СЛ*-тах|*П.,
и, следовательно,

\х - х\{„ < Chs~s max I *,а) ||, . (9.6.8)

Постоянные С в последних формулах, вообще говоря,
различны.

3°. В кубе Q рассмотрим формально самосопряженный
эллиптический дифференциальный оператор и соответствующее
уравнение в частных производных

1!1аи\^о(-1)]а{°а(^^)~!(0; (9.6.9)

коэффициенты Лар будем считать достаточно гладкими, а

краевые условия такими, что оператор задачи — положительно

определенный в L2(Q). Допустим, что решение нашей задачи

х е W(2](Q), s + 1 ^ s ^ 25. Будем решать эту задачу мето-

днм конечных элементов с координатными функциями (9.6.2);
приближенное решение Xh(t) находится из условия |лс, — xh\2=
= min, где дс*—точное решение задачи, а |-| означает

энергетическую норму. В таком случае \xm — xh\^.\xm —х*!, где

xh строится по формуле (9.6.5) с заменой x(t) на, x*(t)-
Заметим, что в данном случае энергетическая норма оценивается

через норму Wft\ и формула (9.6.8) дает оценку погрешности

аппроксимации точного решения х* приближенным
решением Хн

\x.-xh\^Chs-smax |*(a)|L. (9.6.10)

4°. Погрешность искажения для задачи (9.6.9) оценивается

в общем по той же схеме, что и в одномерном случае (§ 3).
Приближенное решение имеет вид

^(0= Е_о<?<£-,1о</<2«<К(//Л-/). (9.6.11)

Совокупность коэффициентов а$ при фиксированном ft,
занумерованных в каком-нибудь определенном порядке, обозначим

через а(Л> и будем рассматривать как вектор в евклидовом

пространстве RNi где на этот раз N = sm(2n + l)m- Как и в § 3,
обозначим матрицу МКЭ через Mht а совокупность свободных
членов системы МКЭ — через ЯЛ). Эту совокупность также

будем рассматривать как вектор в RN. Неискаженную систему
МКЭ можно записать в виде

Mha
h}
= Fih). (9.6.12)
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Введем N-мерные гильбертовы пространства X^t Yn с

нормами

II a \\Xn = hm/2:; а ||%, || a \\Y„ = /Гт'21| а \\Лн. (9.6.13)

Если обозначить через ая\ составляющие произвольного
вектора ае^и положить

*А (0 = Ео<«<£-1 So</<22 йЯ^ЯШ ~ 1),

то можно доказать неравенство, аналогичное неравенству
(9.3.5):

CxUhN<^\\L2<cJa\\XN. (9.6.14)

Если рассматривать векторы aSh) и F{h) как элементы

пространств XN и У# соответственно и обозначить через Ah

оператор, порожденный матрицей Мн и действующий из XN в YNy то

уравнение (9.6.14) запишется в виде (9.3.6). Остаются
верными теоремы 9.3.1 и 9.3.2; сохраняют силу с некоторыми
очевидными изменениями и их доказательства. Сохраняет силу
и формула (9.5.2), оценивающая число обусловленности
матрицы МКЭ, как искаженной, так и неискаженной. Несколько
изменяются оценки норм матрицы Mh и ее обратной: они

имеют гюрялок 0(hm~2s) и 0(h~m) соответственно.

Поскольку остается в силе оценка числа обусловленности
матрицы МКЭ, то сохраняются с небольшими изменениями

оценки погрешностей алгоритма и округления, если систему
МКЭ решать по методу простой итерации. В частности,
главная по порядку часть оценки погрешности округления имеет

вид

f 6 {b'h)) || < в, || F || • О (/Г4*-т/2) (9.6.15)

§ 7. О ПОГРЕШНОСТЯХ СОСТАВЛЕНИЯ СИСТЕМ МКЭ

1°. Аналогичный вопрос для систем методов Ритца и

Бубнова — Галеркина был рассмотрен в § 10 главы 3.

С целью упростить изложение ограничимся рассмотрением
простейшей задачи

^Р(0тг) + ?(/)* = /(0, 0</<1, (9.7.1)

х(0) = х(1) = 0. (9.7.2)

Переход к произвольному числу координат и к произвольному
порядку уравнений (или их систем) не привнесет
принципиальных трудностей.

Допустим, что р, q, f—функции, достаточно гладкие при

O^f^l, причем p(t)—строго положительная функция, а
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q(t) — неотрицательная функция. Положим

(/+1,
'

-1</<0;

(o(0 = i 1-/, 0</<1;

{ О, /^[-1, 1].

Выберем натуральное число п и определим координатные
функции МКЭ по формуле

фя/(0 = ю('/А-Л. Л= 1/2/г.

Достаточно считать, что /= 1, 2, ..., 2п— 2; тогда
координатные функции отличны от тождественного нуля при O^rf^l;
при этом они удовлетворяют краевым условиям (9.7.2).
Оператор задачи (9.7.1), (9.7.2) — положительно определенный в

L2(О, 1), его энергетические произведение и норма
определяются формулами

[х, У] = \1[Р(0*'(0/(0 + Ч(*)х(t)У (/)] Л, |jcP — [х, х].
Jo

(9.7.3)

Приближенное по МКЭ решение задачи (9.7.1), (9.7.2) имеет

вид

ч w=s2;="2 «(> с/* - *>=KZ2 «гч* е*

коэффициенты aj,rt) удовлетворяют алгебраической системе МКЭ

еГ^Ч'Сф.». ф«/]-(/. ф«/). /=!>2 2«-2- (9-7-4>

2°. Рассмотрим погрешности свободных членов. Для начала

разберем случай, когда f(t) есть полином. Имеем

(/. Ф»/) = \! / (0 ф«/ (0 Л = \' / (0 © «/А - /) л.
Jo Jo

Так как 1 ^ / < 2п — 2, то

г(/+ 1)Л Р+1

</. ФЛ/)=\ f(t)<u(t!h-i)dt = h\ f{}h + %h)<u(x)dT =
J(/—1>л J-i

= Л \! [/ (/Л - тЛ) + f (/А + тА)1 (1 - т) rfr, (9.7.5)
Jo

и дело сводится к вычислению интеграла от полинома, т. е.

к конечному числу арифметических действий. Если последние
выполняются с повышенной точностью, то с точностью до

величин порядка o(ei) будет |б((/, <рл/)Х ei| (/, <рп/) |. Отсюда
легко получить оценку для нормы || 6{п) \\R N = 2n — 2, где
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g(n> — погрешность столбца свободных членов системы (9.7.4).
Именно

Далее,

(ЪЧпь? = \\ f(t)(*(t/h-k)dt\ <

< \ /2 (/) Л) \ со2 (t/h -k)dt = (2/3) А \ /2 (/) Л.

Суммируя по £, получаем

lewUw<(2/V3)A"2eI||/ILa, (9.7.6)

Больший интерес представляет оценка в метрике YN\

1«№к= A-M,|*Wk<(2/V3)e,||/V (9.7.7)

Если f(t) не полином, то допустим, как и в § 10 главы 3,
что значения f(t) и некоторых ее производных могут быть
вычислены с погрешностью o(ei). Пусть f^C{s). Выражение в

квадратных скобках в (9.7.5) разложим по формуле Тейлора:

/ (/Л - тЛ) + / (/Л + тА) = 2 £о=о -gL- /<2о> (/А) + гЛ

Ir.K^maxirWl.
Если отбросить остаточный член, то остается интеграл от

полинома, коэффициенты которого известны с точностью o(ei).
Продолжая вычислять с повышенной точностью интересующий
нас интеграл и отбрасывая лишние знаки в его окончательном

значении, мы получим значение интеграла (/, ф„7) с

погрешностью, которая складывается из двух частей. Одна из них,
связанная с вычислением интеграла от полинома, оценивается

с точностью до малых высших порядков величиной

в, |(/, <ря/)|Л. (9.7.8)

Другая погрешность, связанная с отбрасыванием остаточного

члена формулы Тейлора, имеет оценку

max\f{s)(t)\. (9.7.9)
2hs

(s+\)\

Из двух последних оценок нетрудно получить оценку для 6(Л) —

погрешности вектора свободных членов системы МКЭ (9.7.4).
3°. Займемся оценкой погрешности матрицы системы (9.7.4).

Имеем

[Ф-*. Ф-zJ- S/CK*«)Ч^(0Л+ $^Ю»*Юф„ЮЯ:-«де+РЯ?.
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Величины а(Д} и р^ могут быть отличны от нуля только тогда,

когда носители функций упк и q>nj пересекаются. Это будет,
если / — k= — 1, 0, +1; так как матрица элементов [фп*, фл/]
симметрична, то достаточно рассмотреть случаи j — k = 0 и

j — k = 1. Имеем

а?/ = Л""2 [l p(t)«>/2(t/fi - l)dt = Л-2 ((/+0
*

р {t)dt =
JO J(/-l)h

= Л"1 (! Ь (/А - тй) + р (/А + тА)] Л,
Jo

и если реС(5)[0, 1], то

о _l(s-l)/2] .20

l0/l<17Tl)7max|p<S,W|-
Отсюда легко видеть (Y/^ = 6 (а//}))» что

(9.7.11)
Если в формуле (97.11) ограничиться слагаемым с

индексом нуль, то с точностью до величин высшего порядка малости
по 8i и по А получится

IY/? I < Зе^"1 max р(/) + hzx • З"1 max | р" (/) |.

При малых А второй член справа меньше первого.
Пренебрегая им, получим оценку

IY//* I < 2eiA-] max p (/). (9.7.12)

Рассмотрим теперь величину

oJ:)/-i = A"2\1©,WA-/)o/(//A-/+l)p(0*.j о

Носители сомножителей под интегралом пересекаются по

промежутку [(/ — 1)А, /Л]; на этом промежутке ©'(//Л — /)= 1,
о/(//Л —/+1) = —1, так что

а<*> =_-/Г2(М р(/)Л = -А-Ч!р((/-1)А + тА)Л.

Так как р^С(5)[0, 1], то по формуле Тейлора

p((/~l)A + tA) = 2;^^^)((/-l)A) + r/jbl,

I f/t /_11 ^ ^^ max | р<^ (/) I;
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отсюда

|в|<1, (9.7.13)

и, следовательно,

е.9' y^~1 ha

+ еЧ1т^тах|р^(/)|, |8'|<1; (9.7.14)

из последней формулы следует с точностью до величин более
высокого порядка малости

| vi?/-i I <^Л"1 max p(0- (9.7.15)
(я)

Аналогично можно вычислить Р/^ и оценить погрешность

б(р;^). Нетрудно видеть, что (& = /— 1, /)
I б(p/Jk) | < 2е,A max q (t) + (e{h*/l2) max | <f (t) |;

при малых h эта величина мала по сравнению с правой частью

формулы (9.7.15). Это дает основание пренебречь
погрешностью б(р$) и позволяет считать, что (с точностью до малых

высших порядков)

6(К- 4Vl) = Y$. /-* = <>, 1.

Пусть Гя = [у^]дЛ,| — погрешность матрицы МКЭ. По

формулам (9.7.12), (9.7.15) элементы матрицы Гп не превосходят
по модулю элементов матрицы

B{h~lmaxp(t)bN, (9.7.16)
где

Д* =

2 1

1 2

1 2 1

1 2 1

1 2JN

Оценим норму ||Алл|| как оператора в RN: она равна
наибольшему корню уравнения Det [AN — XI] = 0, /— единичная

матрица порядка yV. Положив 2 — А, = 2 cos д, преобразуем
последнее уравнение к виду (см. главу 5, § 4)

sin(tf+l)O/sinO= 0;
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в промежутке 0 <: О ^ 2л лежат корни этого уравнения ft* =
= kn/(N + 1), k = 1, 2, ..., N\ соответствующие значения кк

суть

a,t = 2-2cosirn- = 4sin82(Ar + 1).

Наибольший из корней Xk равен Я,^ = 4 sin2
(„ ,

. < 4, и,

следовательно, \\An\\Rn<4. Отсюда и из формулы (9.7.16)
вытекает, что с точностью до величин, малых относительно h

и ei,

1|ГЛ%<4е1Л-,тахр(/). (9.7.17)

Глава 10

КОНСТАНТЫ В ОЦЕНКАХ АППРОКСИМАЦИИ МКЭ

Задача настоящей главы — оценить постоянную С в

неравенстве (9.2.2), которое, в свою очередь, дает оценку
погрешности аппроксимации МКЭ при использовании

кусочно-полиномиальных исходных функций, удовлетворяющих усиленным
фундаментальным соотношениям; самые исходные функции
определяются формулами (9.1.9), (9.1.10). Для дальнейшего важно

подчеркнуть, что исходные функции зависят от s, а постоянная

С зависит от s и s, поэтому мы введем обозначения со^ЛО Для

исходных функций и C(s,s) для постоянной С из формулы
(9.2.2).

Результаты настоящей главы содержатся в [97, 180]

§ 1. ОПТИМАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ

Г. Полином во второй строке справа в формуле (9.1.9)
обозначим через GQS(t):

oqs(t) = ±{l-tytqW + a{?t + ... +а^.,Г?-1), (10.1.1)

так что

V/, 0</<1, ©«,(/) = а,5(/); (10.1.2)
-1<*<0, <oqs(t) = (-l)qoq,(-t).

Полиномы Gqs(t) мы назвали оптимальными (см. главу 9,

§ 1), имея в виду, что они приводят к наилучшей по порядку
оценке погрешности аппроксимации МКЭ.

В § 1 главы 9 было отмечено, что а^ суть коэффициенты
ряда Маклорена функции (1 — t)~s и что все эти коэффициенты
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неотрицательны. Отсюда следует, что на отрезке [0, 1]
О <сг„ (0<1/?!

'

(Ю.1.3)

Известное неравенство А. А. Маркова позволяет сразу, написать

оценку для производных

\o'qf(t)\^2(2s-l)2/q\ (10.1.4)

и аналогичные оценки для старших производных. Как
известно, в классе всех полиномов оценка А. А. Маркова точна,
однако для весьма специальных оптимальных полиномов

марковские оценки оказываются завышенными. В последующем

будут получены более точные оценки производных порядка
s^5 (именно эти производные и представляют интерес для

МКЭ) от оптимальных полиномов.

2°. Начнем с производных от полиномов oQs(t). Имеем

°QS (0 = (1 - *)3 £*~ 1фК Отсюда

о'* (/) = - s (1 - *Г' ZlZа^ + (1-^ЧГ Zi-oа^ {10Л '5)

Производную, написанную справа, можно получить, взяв

соответствующий отрезок предварительно
продифференцированного ряда Маклорена функции (1 — /)s- Но

поэтому
* V ais)tk=sy a(s+l),fe

Подставив это в (10.1.5) и воспользовавшись формулами
(9.1.10), (9.1.10а), получим

^(0 = -5(2^|)[/(1-/)Г1. (Ю.1.6)

По формуле Стирлинга

/2S- 14 ,7/12 22s~l o

V s-I / V* VF^T
'

92s-2
03

,

Далее, тах/(1— /) = 1/4, и мы приходим к следующей оценке

производной:

|<(0|<2,03/VF=1

Заметим, что формула (10.1.4) приводит к менее точному

неравенству o'Qs(t)^2(2s- 1)2.
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Дифференцируя формулу (10.1.6), получаем

<s(0 = -s(s-l)^~l)[t(l -0]2(l - 2/). (10.1.7)

3°. Рассмотрим теперь производную сг^(0» 2 ^5^5. К

тождеству (10.1.6) применим формулу Лейбница:

*^) =*(^
Х(5_1)...(5_5+/+1)/5-/-1(1-/Г"+/. (Ю.1.8)

Число множителей вида s — / в формуле (10.1.8) равно
s—1. Пусть, например, /^5— /—1, т. е. j ^(s—1)/2.
Произведение названных множителей равно

(s-1)2... (s-j)*(s-j-l) ... (s-(s-J-l)). (Ю.1.9)

В произведении (s — /
— 1) ... (s — (s —/ — 1)) множители

расположены в порядке убывания. Заменим в этом

произведении последнюю скобку первой, предпоследнюю
— второй

и т. д. Интересующее нас произведение оказывается меньше

величины

(5 — / — l)2(s — / — 2)2 ... (s — (s — 1)/2)2, 5 - нечетное;

(5 — /— 1)2(5 —/ —2)2 ... (5 — 5/2+ 1)2(5 —5/2), 5 —четное,

а произведение (10.1.9) меньше величины

Г (5 - I)2 (5 - 2)2 ... (5 - (5 - 1)/2)2, 5 - нечетное,
^(5, *):=[ (5_ !)2(s_2)2... (5-5/2+ 1)2(5-5/2), 5-четное;

(10.1.10)
в формуле (10.1.10) 5 > 2. Тот же результат получается, если

j>s — /—1. Теперь из (10.1.9) вытекает неравенство

i^(oi<s(2;r11)MS, *)T,Z(s~l >*-'-(i-<r*+'=
-*(^-ii)'i(5'*)I/(|-')r'^(e7i)'"/",(,-')'-

Последняя сумма равна единице, и окончательно

|о®(')|<*( /Г, )и(*> s)[t(l-t)]a-8. (10.1.I1)

Заметим, что неравенство (10.1.11) будет верным и для

s=l,2, если положить

|x(s, 1)=1, |i(s, 2) = 5- 1. (10.1.12)
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В табл. 15 приводятся значения функции jx(s, s)
4°. Ниже будут получены

оценки производных
оптимальных полиномов с индексами

q > 0. Отдельно рассмотрим

производные первого и

второго порядков. Обозначая

(10.1.13)

имеем aqs(t) = t4^q,(t)lq\. Отсюда

\*\*\

3
4

5
6

1

i
1
1
1

2

2
3
4

5

3

4
9

16
25

Та

4

18
48
100

блица 15

5

144
400

6

1200

«С М =7^Г *«<') +
f

<7S' (<7-1)! ^ +;.(о.?! Tw

Аналогично

+;.w— *(2*_J_ / )/—-'u -/r1 (ю.1.14)

и, следовательно,

<.«—(Г— -(0--5-(^_/_/)['(!-0Г1. (Ю.1.1Б)
1)! М*-' 0 \^ s —^

Дифференцируя формулу (10.1.15), получаем

-£^(2;_;_11)и^-пг2(1-2о,
или по формуле (10.1.14)

Xfa + 5-l-f(<7 + 25-2)). (10.1.16)

Очевидно, что 0 ^ «^(О ^ 1; приняв еще во внимание, что

линейная на сегменте функция достигает максимума модуля

на одном из концов сегмента, получаем следующие оценки:

|<ло|<(^г+^(2;г,'г11)и1-ог,: (ю.1.17)

\а«Щ<ТГ=Щ+Ti \s-q-l )[Hl
iS-2

t)]s

(10.1.IS)
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5°. Переходим к общему случаю 2<s^s. Имеем

t a{S)

—7^-i..W--fr-['O-0r. (Ю.1.19)

Отсюда

(10.1.20)

Продифференцируем это s — 1 раз по формуле Лейбница:

-■£<*», (1 - 2/)^М1-0ГЧ^^а'Д^И1-0Г1.
Из формулы (10.1.6) получаем

/**-1 с 1 /25— 1Ч"1

/f5~2 с i
/2s— 1Ч"1 ,. п

•^i'0-ог'—(e_J <*-»«.

Это приводит к следующей рекуррентной формуле:

+(X'"i1)[ «С-11)]1(1 -*w>-

-2(^-o(2;r'r,1)f^(2ssr11)] V^w. (ю.1.21)

§ 2. НОРМЫ ПРОИЗВОДНЫХ ОПТИМАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ

1°. Норму производной &^(t) в пространстве Lp(0, 1) будем
обозначать через Ак£; вместо Л^ будем писать А{*}. Отдельно

рассмотрим случаи s = 0, 1, 2 и 2<s^s; сначала выведем

оценки для Д(*> а затем для А{®
с/а чър

Формула (10.1.3) означает, что

A^^i/ql ? = 0, 1 s-U (Ю.2.1)
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Если /е=[0, 11, то /(1-/)<1/4, и из формул ПО.1.6), (10.1.7)
(10.1.11) вытекают оценки

ЛИ < . ( 2SsZl )2-2S+2- 42? = s (s - 1)( 2Ss "/ ) 2-2«+<;

(10.2.2)

2 < 5 < s, ЛЙ' < s ( s^i ) I»(s- §) 2_2и_г). (10.2.3)

Неравенство (10.2.3) справедливо и для значений s= 1,2, если

для этих значений определить ц по формулам (10.1.12).
Из формул (10.1.17), (10.1.18) следует далее

(10.2.5)
а из формулы (10.1.21) вытекает неравенство

KW|<f|eyri'.(0| + ||e«LIl.(0| +

+ (^Г/ ) [ «! ( ^Г/ )]
'

[КW | + 2 (. - 1) | <#-■> (01 ].

Пусть || • || — произвольная монотонная норма
— это значит,

что ||h|KI|g||, если |и(/)|<| i>(/) |, 0</<1. Тогда из

последнего неравенства следует

К1<т[вК-'.,.1+1°^>.-1+
+(*zqqzl) [ * (2ssz!)] W- dk-0!+1<i ]•

(10.2.6)
В частности,

• / 2s — <7
— 1 \

x[<7l(2sS.Tl1)] [2(5-D^-" + ^]. (10.2.7)

2°. Переходим к неравенствам в метриках Lp(0, 1).
Очевидно, что AW ^А^. Уточним эту оценку. Прежде всего
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Теперь оценим производные от оптимальных полиномов. По

формуле (10.1.11), полагая ^
= 0, получаем

^&<s(^~1l)M(s, *)Н;[/(1-о]*|^*л],/*—
= s( *Z\ )^s> S)Bl*(p(s-S)+l, p(s-s)+l)=

=s(2S~i)a(s s)
Г2» (Р (*-*) +О2s -1

ЕСЛИ 5 = 5, TO

/2s—I \

В общем случае, когда s < 5, воспользуемся формулой
Стерлинга, записанной в виде

z > 0, Г (г + 1) = У2^г (гд>)2 ^/и^ 0 < 8 < 1.

Из этой формулы следует

Г2" (p(s- s) + 1)< [2яр(5- 5)]'/"[A(£_zi).]2te-s)e^(-«;
Г1/р (2р (s - s) + 2) > [2р (s - s)]up Г1/Р(2р (s - s) + 1) >

> (2я)|/р [2р (s - s)]3'2' [ 2p (5e~ S) J^.
Отсюда

Г2/р (p (s - s) + 1)
< 2~2u-5) Г п -11/2P i/ep»(e-«) /i

0 2 9ч
r^(2p(s-5) + 2) l_4p(s-s)J

. \ . . /

и, следовательно,

3°. Пусть теперь q > 0. Если -2 < s ^ s, то верна

рекуррентная формула, вытекающая из (10.2.6) и аналогичная

формуле (10.2.7):

+(2;г;г11)[^(2;г11)Г(2(-1)^+«.
(10.2.11)
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Особо рассмотрим случаи s = 1 и s = 2. По формуле
<10.1.17)

л(1) <____! sps-?-iy^(s_,)+1)«sp~"-
(9_i)![p((7_i) + i]l/P ^^V S —?—1 yr"P(2p(s-l)+2)

Аналогично по формуле (10.1.18)

Л<2> < l- 1-
9sp (q-2)l\p{q-2) + l]l>P

^

, 8(s + q-l) S2s — q—\\ jOIp (p (S - 2) + 1)

q\ \ S—q—l ) Г,/р (2p (s - 2) + 2)

По неравенству (10.2.9) получаем

Л(|) < l- к7S0^
(^— l)!fp(flr —1) + 111Л'

+
?! V s-q-\ )г L4p(S-l)3 е ' (Ш-2- 12)

«st>^(q-2)l[p(q-2) + \)l">

S(S + q-l) f2s <J+l\ 9~2(s-2) Г П -Ц/Р 1/69' (S-2)■ M«Tiy-W f 2S ?~^~ * ^0-2 (s-2) Г П 1W 1,
"*"

<?' U-J-1 j Up (s-2) J

§ 3. О РОСТЕ ПРОИЗВОДНЫХ ОПТИМАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ

1°. Оценим порядок роста производных оптимальных

полиномов в зависимости от роста s и §. Прежде всего отметим,

/ 25 - I \
что I

_ | ) есть один из коэффициентов разложения

бинома Ньютона с показателем 2 s— 1, поэтому

(2/Г11)<Т-2—=2^' (10.3.1)

Теперь по формуле (10.2.3) получаем

i4ff<s|i(5f s)22*-' (10.3.2)

Сравним оценку (10 3.2) с оценкой, вытекающей из

неравенства А. А. Маркова (сравнение с более точной формулой
В. А. Маркова приводит качественно к тому же результату):

4?<2*(25-1)2(25-2)2 ... (25 -sf. (10.3.3)

Пусть, например, 5 — нечетное. В силу формулы (10.1.10)

iC < 2-f"2s (5 - l)2 (s - 2)2 ... (s - (S - l)/2)2. (10.3.4)
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Правую часть формулы (10.3.3) запишем в виде

23*" (5 - 1/2)2 (5 - 1 )2 ... (5 - s/2)2 = 23* (s - 1/2)2 (s - 3/2)2 ...

... (s - s/2f(s - l)2(s - 2)2 ... (5 - (s - l)/2)2. (10.3.5)

Отношение правых частей формул (10.3.4) и (10.3.5) равно

2~*~2s [(s - 1/2) (s - 3/2) ... (s - s/2)]2.

Отсюда видно, что для оптимальных полиномов оценка (10.3.2)
существенно лучше общей оценки А. А. Маркова. Тот же

результат получается и для четных s.

2°. Оценку (10.3.2) можно несколько улучшить по порядку,
/ 2s - 1 \

если оценить величину I
_

I по формуле Стирлинга.

Имеем

/ 2S — 1 \
^

(2s-l)!
=

/ 2s - 1 (2s -l)2*-1
U-l / (s-l)ls! V 2%s(s-\) (s-\)s-{ss*

X«p["ff(-5?TT-Trr—f)]• 0<e- e'« **<l-

Отсюда

(2;-"l')<wVf^F(^r,(^fiy-<
pl/12 /29— 14s"*1

Vji(s- 1) V s-1 /

Далее, (^f)"^2"1 (' + 2(s-l) У'< 2'~'^* и оконча"

тельно

2s — 1 \ .7/12 22s-2I- e

22s-1<2,03 , (10.3.6)a.) V^ (s— l)
'

Vs— i

Теперь можно заменить оценку (10.3.2) следующей, более

точной по порядку:

AS < -^-1=1=-И (s, S) 22§-2 < 2,03 • 2{§~1) -рЦ- ц (s, 5).

(10.3.7)

Отметим, что при s > 5 оценка (10.3.7) точнее оценки

(10.3.2) и численно. Ниже мы все же будем пользоваться

более простыми оценками (10.3.1), (10.3.2).
3°. Выясним порядок роста правой части формулы (10.3.2)

при возрастании s. Отношение этих правых частей, соответ-
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ствующих значениям s и 5—1, равно 4|л($, s)/\i(s, s— 1). Если
5 — четное, то

|i(5, 5) = (S-1)2... (5-S/2+ 1)2(S-5/2),

|1 (Sf 5-l) = (5-l)2...(5-5/2-l)2,

и интересующее нас отношение равно 2(25 — 5). Если же 5 —

нечетное, то указанное отношение равно 2(25 — 5+ 1).
4°. Допустим, что для некоторого q—1 верна оценка

ЛТ-иш<^Е\у[^'28^ (5, 5"), (10.3.8)

в которой Cq-\ — некоторая постоянная. Оценим величину Л(/5\
Заметим прежде всего, что в силу формулы (10.3.2) оценка

(10.3.8) верна для индекса q—1 = 0, причем можно положить

С0= 1. Из формул (10.3.8) и (10.2.7) следует

Afs < jr { С,-, [2м"V |i (5, 5 - 1) + 22*"25Ц (5, 5)] +

+ 22*-2s\x(sy 5)]}. (10.3.9)

Оценку (10.3.9) упростим. Прежде всего оценим

коэффициент перед второй квадратной скобкой. Имеем

/ 25 - q
- 1 \ / 25 - 1 Ч"1 ,(2s-g-i)! si(s-i)i

\S—q—\)\S—\) (s —^ — Diet (2s-1)!

s — q s — q + \ s — 1

2s — q 2s — q + 1
" "

2s — 1
'

Дроби справа имеют вид (5 — k)/(2s — k)y l^Zk^iq; так как

2(5 — k)<2s— k, то каждая из этих дробей меньше 1/2 и»

рассматриваемый коэффициент меньше, чем 2~q.

Теперь оценим произведение s\i(s,s—1). Пусть s —

нечетное, тогда

5)1(5, 5- 1) = 5(5-1)2 ... (5-(5-3)/2)2(5-(5-1)/2).

Так как 5^5, то 5 = 5 — (5 — 1)/2 + (5— 1)/2 < 5 — (s —
-0/2 + 5/2. Отсюда 5 < 2(5 — (§— 1)/2) и s\i[sf§ — 1)<
<2ц(5,5). То же получается и при § четном. В этом случае
s\i(s,s — l)=s(5— 1)2 ... (5-(s_2)/2)2. Далее, 5 = 5 —

— 5/2 + 5/2<5 —5/2 + 5/2И 5 < 2(5 —5/2). ОтСЮДа 5^(5,5 —
— 1)<2ц(5, §). Полученные результаты подставим в (10.3.9).
Заметим при этом, что (5— l)|i(5, s— 1)< s\i(s, s — 1)<
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2\i(sy s) и потому

где

A{;K(Cqfql)svL(s9 s)2

La — _ La—

,25-2

q-\ 2q-1

(10.3.10)

(10.3.11)

Решение разностного уравнения (10.3.11) имеет вид Cq =
= С(3/2)я—\/2«. При q = 0 имеем С0 = 1, отсюда С = 2 и

С == 2(3/2)* — 1/2*. Окончательно

A%<lfl{2 {т)'--Вг\**(*- 5")22''2' (10-ЗЛ2)

5°. Оценка (10.2.10) отличается от оценки (10.2.3) лишь на-

4 /
—

-\ emp2{s-§\ а рекуррентные

оценки (10.2.11) и (10.2.7) тождественны. Отсюда нетрудно
заключить, что для произвольного р, 1 ^ р ^ оо, справедливо
неравенство

Л^^ ?! Г V2 J 2*Л.4л(5-3) J *I/2p-,/6pM^V(s, s)22^2.

(10.3.13)
/2s-l\

Заметим еще, что если оценивать величину I - I не как

коэффициент биноминального разложения, а по формуле Стир-
линга, то можно получить для Л£! оценку, несколько более

точную по порядку, чем оценка (10.3.12):

6°. Приведем некоторые численные значения оценок

величин А% (табл. 16). Эти оценки получены из формул (10.2.2) —

(10.2.5) и (10.3.12). При этом использована табл. 15 значений

функции ji(s,5) (см. конец § 2 настоящей главы). Оценки
вычислены с избытком.

Таблица 16

\. §
N.

я \.

0
1

s =

0

1

1

2

1

3/2
3/2

2

6

4

\. §
N.

° ^v

0
1
2

0

1
1

1/2

1

15/8

7/4
41/32

2

15
9

5/2

3

120

480

408
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s = 4

^4. S

Я ^\

0
i
2
3

0

1
1

1/2
1/6

l

35/16

31/16
31/32

49/36

2

105/4
15

33/8

5/4

3

315
440
1224
636

4

2 520
11520
10 368
5 088

s = 5

\w S

Я ^ч.

0
1
2
3
4

0

1
1

1/2
1/6
1/24

1

2,47
2,10
1,21
0,52
0,17

2

39,4
21,9
5,93
1,55
0,52

3

630
320 • 10
272 • 10
142- 10
537

4

756-10
384. 102
327 • 102
170-102
644-10

5

908. 102
461.103
391. 103
263 • 103
733- 102

Как видно из табл. 16, оценки величин Л/J заметно

возрастают при переходе ots = 2 ks = 3 и выше. Возможно, эта

означает, что оценка (10.3.12) завышена.

§ 4. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ

В РАВНОМЕРНЫХ МЕТРИКАХ

1°. В данном параграфе будет получена оценка
постоянной С = C(2s, s),s^.s9 в неравенстве

\tfx- Z)VI<C(2s. 8)ft—\xMh (10.4.1)

знаком 11-И в этом параграфе обозначается норма в Loo(0,1).
Пусть t = to + xh, to = /оЛ, /о — целое число, 0 ^ /0 ^ 2/г —

— 1, 0 ^ т ^ 1. Составим разность

D§x (t0 + xh) - D*xh (t0 + xh) =Dsx (t0 + xh) -

- е;;'0 z;:0 *'-'*w (w «8 (/o - /+т).

Функция (uqsijo — / + x) отлична от тождественного нуля

только при j = /о и / = /о— 1. Это приводит к несколько более

простому тождеству:

D'x (t0 + xh) - dV (/0 + xh) = D§x (/0 + xh) -

- I^oA^'U*7 W«SW + *" Co + Л)<оЙ(т - 1)J. (10.4.2)

183



Далее, по формуле Тейлора
. _2s-s-l у(5+г)/м „ (rh\2s"s

Х[ x2s (t0 + rhz)(\ -zfs-s~l dz;
Jo

X \' x,2s) (*0 + Лг) (1 - zf-" dz ■ (0$ (г - 1).
J 0

Подставим это в (10.4.2). Вследствие фундаментальных
соотношений главные члены формул Тейлора исчезнут, что даст

новое соотношение

/T(2s-*> Wx (t) - Dsxh (t)\ = ^f'l^ X

-Я^-^^^Ь+М-'Г'-1*. (Ю.4.3)

Первый член справа мажорируется величиной

[l(l-zts-*-'dz =Jo

1U(2S)11 f'n >и£„ ll^Ml
(2s-s-l)! V '

(2s-s)l
»

а второй член — величиной

Es-I
д(*> ll*(2s)ll w-*s-\A«s < J1_L У A(s)

q-oVs-q)\
^

(5+1)! LHV
Отсюда

.s-1

и, следовательно,

с&> *><15Г=Ж + ТГП5Г СоЛ- (10-4-4)

Заметим, что первый член в оценке (10.4.4) существенно
меньше второго.

Сумму в (10.4.4) можно оценить, исходя из формулы
(10.3.12):

5£лв <«.«.. А*- е;.„[^ (^ (I)' -±и-
= (2е3>2 — е1'2) six (5, 5) 22*"-2 < 7,325|ы (s, S) 22*~2,

и для величины С (25, 5) получается сравнительно простая
оценка

C(-2S> *> < (2s-s)l
+ (5ТЖ5Ц (S' *} 22S"2 • (10Ж5)
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2°. В табл. 17 приведены оценки величины C(2s,s). Эти
оценки вычислены по формуле (10.4.5), в которой отброшено
первое слагаемое.

Таблица 17

•V

^Ч. 5
\.

Я \

1
2
3
4
5

1

3,66
2,45
0,92
0,245
0,0407

2

9,77
7,92
2,93
0,813

3

23,3
35,2
П,4

4

141
157

0
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§ 5. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ

В ИНТЕГРАЛЬНЫХ МЕТРИКАХ

Г. Начнем с очевидной формулы

и в*х - D-*xh ii£p=£]п~01 S!j+11 D'sx w - D§xh w \p dt>

tf = jht Л = 1/(2л). (10.5.1)

В интеграле справа положим / = // + тА:

$'ж | D~sx (t) — D'sxh(t) \pdt = h \\\D'sx (t, + xh) -

-Dsxh(ti + xh)fdx. (10.5.2)

В формуле (10.4.3) заменим t0 на tft возведем модули обеих

частей этой формулы в степень р и проинтегрируем по т в

пределах от нуля до единицы:

-v(2s-s) \'i+,\D*x(t)-Dsx'l(t)\pdt =

= f ' I T2s~S dx f
'
^2.) (, _|_ xhz) (1 - 2p-S-l rfz .

Jo| (2s-s-l)! Jo
'

-zr=; (2?i,-i). si^c/+**><! -*>*—■ нр«т- (i°-5-3>

В силу неравенства Гельдера для сумм правая часть формулы
(10.5.3) не превосходит величины

Г\ Г1 ( r{2s-s)p I

(1-2)'
(2s-s-l)p

+

+1 Д^Ч'/Ч-Лг) !'[£';;
-i ((-г)25"""1r|<DW(T-l)|]"}rfz. (10.5.4)

«7-0 (2s —<? —1)!

Двойной интеграл в (10.5.4) естественно распадается на

два.
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В первом заменим 1—г на единицу и затем положим //-f-
+ тАг = г/. В результате получится следующая оценка

упомянутого интеграла:

Второй интеграл в (10.5.4) меньше, чем

По неравенству Гельдера

LZ^-o (2s — flr
— 1)! J

<r;>^-'>r{z;:iw=wr''
*и второй интеграл в (10.5.4) получает оценку

иг: „^-„.гП:::.мы$:; ■ i*-wr*. п««

Из (10.5.5), (10.5.6) находим

<2-5;^ i ,-(о г a {{{2s_-s_lv;[{2s_s)p+l]+
+ LZ^-o [(2s-«7-l)T I Ea-n l Л^'"1 (*'

'Просуммируем это по / и извлечем корень степени р, что

приведет нас к окончательной оценке

А-«-" | ifx - rfx% < 21/р' 1 хш1 X

X {[(2e _ j _ 1)!]P [(2s _ g) р + „
+ |_2j,_o [(2s - „ - 1)!]"' j X

2° Оценку (10.5.7) можно упростить, сделав ее, однако,
■несколько более грубой. Так как s ^ $, то 25 — 5— 1 ^ s— 1
и 2s — s ^ s, поэтому

[(2s - § - 1)1]" [(2s - S) р + 1]
"*

[(s - 1)!]" j
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Далее, q^s—l. Отсюда 2s — q— l^s и

L*q=b l(2s-a-l)ir
^

(si)?'
'

Выражение в фигурных скобках в формуле (10.5.7)
мажорируется величиной

Теперь
((s-iUPs [p + Z*=o^^ ]'

(S- 1)1 S
Up ti + JZWfY<

(s- l)!sl/p I Z-K,-o

Последнюю сумму можно оценить так же, как в § 4, или,

точнее по п

(10.3.14):
нее по порядку, по формуле для А^Р, аналогичной формуле

Г;.! ЛЬ <^<** ~ ОП-ф:-» (S. S) X

*г Up(s-s)\ '

Окончательно

h-v-^Wx - Dsxh\P<lx(2s)l^(2eW - еч*) X

v <; 21/р , _, Г я 1 1/2р
_

XV^T (e-l)ls^|1(SiS,L4p(s-«J
~

= II г(25) Ir2irtll 4,80s 2"" / -чГ ^ Т1Р /1леоч

^уг^<«-1)^'Ид'П1^ГПг] ' (10'5,8)

Отметим особо важный для приложений случай р = 2:

А-^«|л-^|,<ип. 5,25 vg;(5j;tr
(10.5.9)

§ 6. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Г. Будем пользоваться кусочно-полиномиальными

многомерными исходными функциями, введенными в § 6 главы 9 и

полученными перемножением одномерных кусочно-полиноми-
алоных функций, также введенных в главе 9 и изученных в
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предшествующих параграфах данной главы. Введем
обозначение

^^llffi^CQ), (Ю.6.1)

тде &qs — упомянутые выше многомерные исходные функции,

ф — куб, 0 ^ / ^ 1. Положим еще

A{q% = maxA%l (10.6.2)

Если р<оо, то (определение А^р см. § 2, п. 1°)

т т

Отсюда
т

«=П<й- (10-6-3>

Полагая /?->оо, находим, что формула (10.6.3) верна и для

р=оо. Вместо A%}oo будем писать Л($, так что

2°. Пусть £2 — конечная область пространства Rm и пусть
эта область такова, что функции пространства C(2s)(Q)
допускают продолжение на все Rm с сохранением класса, причем
носители всех продолженных функций лежат в одном и том же

кубе Q. Выбрав подходящим образом оси координат и единицу
длины, можно считать, что Q =={/: 0 ^ t ^ I}.

Выберем натуральное число п и построим кубическую
сетку с шагом h = 1/ (2/г); число п выберем столь большим, чтобы
расстояние между границами dQ и dQ было больше Л.

Пусть функция jfGC(2j)(Q). Продолжим ее так, как

указано выше; продолженную функцию обозначим тем же

символом х. Построим аппроксимирующую функцию в виде

Примем, что t e supp х. Положим / = /0 + т/г, to = /0/г, где

jo
— целочисленный вектор и 0<т<;1. Легко показать, что

в сумме (10.6.5) могут быть отличны от тождественного нуля
только те слагаемые, для которых /0 =/0-|-/, / е/, где / —

множество вершин куба Q; формулу (10.6.5) можно привести
к виду

*WW = Zm-.Z, siA" '^ <'° + ^ •«• <'/* ~ 0-
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Пусть а — мультииндекс и | а | = s ^ 5. Рассмотрим разность

Dax (t) - DV (t) = *(a) (tQ + xh) -

—ZlIlSieiAl^ljcCg>(/o+/A)a^(/—^ (10-6-6)

Выражения x{a)(t0 + т/г) и *M(/o + *A) разложим по формуле
Тейлора вокруг точки /0 до членов порядка 25— 1 и подставим

эти разложения в (10.6.6). Главные члены формул Тейлора
исчезнут потому, что исходные функции удовлетворяют
усиленным фундаментальным соотношениям, и мы получим

D«x(t)-Daxh(t) = (2s-s+ UA2s-s~S; £,„,_„_, ('"/POX
X *(a+p) (*o + xhz) (1 - z)2s~~s dz -

X (1 - г)2*"ы*(,х+,/)('о + ihz) &fi(t - i)dz. (10.6.7)

Введем обозначение

||^)||c = max||^)||c; (10.6.8)
|a|-ft

аналогичными обозначениями будем пользоваться и для других
метрик. Оценим правую часть формулы (10.6.7). Уменьшаемое
мажорируется величиной

ь*-ч**%^1М{т). (ю.6.9)

В равенстве

положим k = 25 — 5, х\ = х2 = ...
= Хт = 1. В результате

получим

E,Pi=2s-s-1/pl=^"5/(2s-5)I
Теперь из (10.6.9) следует оценка для уменьшаемого в (10.6.7):
оно не превосходит величины

h2s-*\\x^\\c m?s-§/(2s - s)l. (10.6.10)

Вычитаемое в (10.6.7) мажорируется величиной
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Из (10.6.10), (10.6.11) вытекает искомая оценка

| Dax (/) - DV (t) | < С (s, s, m) h2s~§ \\ х{2*%, (10.6.12)

где C(s, i, rt—jg-^ +Z^ (27_k|), д<& (Ю.6.13)

3°. Рассмотрим функцию x e U^(s>(Q). Продолжим ее с

сохранением класса на Rm и обозначим продолженную функцию
той же буквой х\ будем считать, что такое продолжение
возможно и что «постоянная продолжения» х, характеризуемая

неравенством

известна или по крайней мере известна ее оценка сверху. Как
и в пп. i, 2°, будем считать, что носитель продолженной
функции заключен внутри куба Q ={/:0^ t ^ 1}. Построим
кубическую сетку, такую же, как в п. 2°. В данном случае, когда

х е Wps)(Rm), вариационно-сеточная аппроксимация строится па

формуле (9.6.5). Если Qj — куб {/: /А ^/ ^(/ + 1)А},то
справедливо неравенство, вытекающее из (10.6.12):

/eQ/, | а | = s < s,

|D°*ft(/)-DV(0l<A*-5C(s, S, m)\xniQl).
{Ш'Щ

Пусть т(у)—усредняющее ядро Ильина — Головкина, рав*
ное нулю при \у| ^ А, тогда

xh (t) = J щ(/ - /')х(tf)dt' = ^f_r{<hvh(t - f)x(/')dt'.

Дифференцируя эту формулу, а затем интегрируя по частям

и принимая во внимание,^что при \t — t'\^h само

усредняющее ядро и все его производные равны нулю, получим

По неравенству Гельдера

i^,(/>i<[L-n<J^(^|P<0ft(if--/')ldTx

Для дальнейших оценок примем за m(t — t') то конкретное

усредняющее ядро, которое было построено в статье К. К.
Головкина [52]. Приведем его описание. Пусть ?g/?i и £(«г)—

четная неотрицательная функция класса С™ (RJ, носитель ко-
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торой заключен в отрезке [—m~l/2, m~l/2]. Пусть еще

\ £(z)dz=l. Положим

/=1

При таком определении

и ^,<^в*</-^|л'=5*т|ш(/)|Л<(2'~1Г-
Подставив это в (10.6.15), получим

l^(/)|<(2s-ir'[Si/_ri<j^(orxicoft(/-oi^r-
(10.6.16)

Пусть /о—целочисленный вектор, удовлетворяющий
неравенству 0_^/о^2п—1. Если feQ/0, то по неравенствам

<10.6.14) и (10.6.16)

| Dnxh (/) - DV (01 < 2s~sC (s, 5, от) (2s - 1)"""' X
X fУ . ? I *(|3> (/') Г • I % (f - ОI dl']li>>.

Возведем это в степень р и проинтегрируем по Q/.:

J |Da^(/)-oV(0|P^<A,2s-S)PCp(s, S, «)Х

Справа изменим порядок интегрирования. Тогда / будет
пробегать шар \t — f'|<A, а Г — некоторую область Qjo,
заключенную в кубе (/о — 2)Л ^ /' <;(/о+ 1)А. Получается
неравенство

\ л | Da*„ (0 - DV (0 Г Л < ft2-» p Cp (s, S, т) X

x(2s-Dm(p-I,E1PI=2J .i^(nr^Su_n<j%(/-oi*<
< AP-dp(2«- \)Р £(^(_2s J ^ |д»>(/)|РЛ.

"/о
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Это неравенство просуммируем по целочисленным векторам /0,
удовлетворяющим неравенству 0^у0^2/г— 1. Так как

кратность наложения областей Q*io не превосходит 4т, то мы

приходим к следующему неравенству:

|D4-^ft|ip,Q)<A2s-4'""'(22s- \)mC(s, s, m)X

Отсюда

lD%-Daxhlp(Q)<h2s-4m»>(2i°-l)mC(s, s, m)X

^Zm-Jx^K^; (10-6Л7)

x — постоянная продолжения. Можно доказать (подробнее см.

[180, глава III, §4])
II (а)_ра)|| 0<h2,-g {22s-\)mm2s-~s ..

(2s)|

(10.6.18)
Из формул (10.6.14) —(10.6.18) вытекает искомая оценка:

l|x-«*IUf.o<^f-fCp(sf 5, m, Q)£lp|eJI*(P'llp.Q> (10-6-19)

где Cp (s, 5, m, Q) = x (22*-* - 1Г X

X Г4т/рС(5, 5, m) + —

-p Tj-A . (10.6.20)L (25-5- 1)! [(2s — s — 1)^ + l]1/p J
'

4°. Из оценок констант, полученных в пп. 1—3° данного

параграфа, легко найти соответствующие оценки для констант

в оценке погрешности аппроксимации МКЭ для многомерных
задач. Подробнее см. [97, 180].

Глава 11

ПОГРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Проблемы, сформулированные в названии данной главы,
по-видимому, исследованы пока еще не вполне достаточно.

Перечислим те результаты, которые кажутся нам наиболее
важными. Л. В. Канторович [64] исследовал погрешность
аппроксимации метода механических квадратур и методы замены

ядра вырожденным для уравнений Фредгольма. Большое
количество результатов, относящихся к приближенному решению
уравнений Фредгольма, а также одномерных сингулярных урав-
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нений, принадлежит Б. Г. Габдулхаеву (см. [30], где

приведена достаточно полная библиография работ этого автора).
Некоторые результаты по приближенному решению
интегральных уравнений, фредгольмовых и одномерных сингулярных,
приведены в [119, глава 6]. В [42] с большой полнотой
изложено применение проекционных методов к уравнениям в

свертках, которые являются обобщением известных уравнений
Винера — Хопфа. Некоторые новые подходы к приближенному
решению уравнений Фредгольма указаны в [156].
Приближенному решению одномерных сингулярных интегральных
уравнений посвящена книга [192]. Две главы книги [183] посвящены

приближенному решению сингулярных интегральных
уравнений, одномерных и многомерных. Приближенному решению
многомерных сингулярных уравнений посвящены работы [98]
и [118]. Отметим еще сборники статей [162] и [155]. Особо
отметим весьма интересную статью [173], в которой получено
необходимое и достаточное условие сходимости одного

варианта метода коллокации, связанного с МКЭ, и дана оценка

соответствующей погрешности аппроксимации. В ряде работ
автора данной книги развит метод приближенного вычисления

резольвенты Фредгольма, основанный на конечноэлементной

аппроксимации ядра. Результаты этих работ приведены
вместе с необходимой библиографией в [184]; с некоторыми
усилениями и дополнениями эти результаты даны ниже, в главе 11.

Для упрощения записей, а отчасти и выкладок, мы будем
ниже, говоря об уравнении Фредгольма, иметь в виду только

скалярные уравнения в /?i и будем считать, что промежуток

интегрирования есть отрезок [0,1]. Распространение
результатов на более общие уравнения Фредгольма очевидно.

§ 1. МЕТОД МЕХАНИЧЕСКИХ КВАДРАТУР

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА

1°. Рассмотрим уравнение

x(t)+\l0K(t9 x)x(x)dx = f(t). (11.1.1)

Допустим, что feCW[0,l]f Z(g№s)([0,1]X[0,1]) и что

уравнение (11.1.1) разрешимо единственным образом. Условие
на ядро надо понимать так: в квадрате [0,1]Х[0, 1]
существуют и непрерывны все производные вида

dtkdxl
^ ^

Из наших условий следует, что решение уравнения (11.1.1),
которое мы обозначим через **, принадлежит к классу

С<*>[0, 1].
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1

Будем приближенно решать уравнение (11.1.1) по методу
механических квадратур, заменяя интеграл по квадратурной
формуле вида

^Ф(т)йт = 2;=1С(ГФ(тГ,) + рп- (11.1.2)

Примем, что эта формула обладает следующими свойствами:

если феС,5)[0, 1], то

p„<Cs/*s||<p,s4lc, Л = max (т<">,-<!#>). (11.1.4)
k

Заменяя в уравнении (11.1.1) интеграл по формуле (11.1.2)
и отбрасывая остаточный член, получаем новое уравнение

у{п)щ+Тн.г °тк ('•т*) у(п) ю=f {t)> т*=х*п)> (1 u -5)

решение y{n)(t) которого будем рассматривать как

приближенное решение уравнения (11.1.1). Чтобы определить y{n)(t),
положим в (11.1.5) t = т/,1 ^ / s=C tt. Это приведет нас к

алгебраической системе

уТ + Т1^с^к(тп ^k)y{kn) = fT^ i</<*. (11.К6)

в которой y{fn) = y{n)(tf), f//l) = /(T/)- Если система (11.1.6)
разрешима единственным образом, то тем же свойством

обладает и уравнение (11.1.5). Очевидно и обратное; очевидно

также, что любое решение уравнения (11.1.5) принадлежит
к классу С<*)[0, 1].

Операторы

[QK(t, x)x(x)di, 2']-ic*'*('. т,)*(т») (И.1.7)

будем рассматривать как операторы в C(s)[0, 1]; оценим норму
их разности. Эта норма равна

по оценке (11.1.4) выражение под знаком sup не превосходит
величины

CJltI.',-0\l!?[d,K£i
Х)

ХМ]\С<С'Ь5\\Х\У*)- C' = const. (*)

Таким образом, при достаточно малом h разность операторов
(11.1.7) сколь угодно мала по норме С(5).

Интегральные операторы (11.1.7) соответственно обозначим

через К и Кп, а их разность — через а«. Уравнение (11.1.5)
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можно записать в виде

Ут (/) + [W») - (ог^»>)] (/) - f (/).
Отсюда

Г] (0 - К/ + /СГ1 *„ (у)] (/) - (/ + КГ1 f V) = х. (/)

и, следовательно,

При достаточно малом Л будет || (/ + КГ1 \\C{S) • II ая ||C(s> < 1/2 и

iru -kU<2"'Itf"U iriU<2I*.U-
Теперь по оценке (*)

К-<П*»<СЛ,ки <11Л-8>

Постоянную С можно уточнить:

c=2q|(/ + /cf'IU (п.1.9)

Формулы (11.1.6) —(11.1.9) дают оценку аппроксимации

метода механических квадратур для уравнения Фредгольма,
если его ядро и свободный член суть достаточно гладкие

функции.
2°. Рассмотрим случай, когда ядро и свободный член

уравнения (11.1.1) только непрерывны. Для произвольной функции

определим ее модуль непрерывности со (х9 h) и допустим, что

\x(t')-x(t")\^Mxy(h)9

где \f — t" К А и y(h) ^0, причем Мх зависит от х, но не

от А. Этим выделяется подкласс непрерывных функций,

модули непрерывности которых имеют оценку О (у (А)) с

фиксированной функцией y(h). Наименьшее возможное значение Мх
обозначим через М(х)\ очевидно, что

©(*, h)<M(x)y(h). (11.1.10)

Аналогичный подкласс непрерывных функций можно

выделить и в случае, когда рассматриваются функции, зависящие

от нескольких переменных.

Допустим теперь, что модули непрерывности ядра K(t,x)
и свободного члена f(t) удовлетворяют неравенству (11.1.10)
с одной и той же функцией y(h). Тогда тому же неравенству
удовлетворяет и решение **(/) уравнения (11.1.1).

Введем пространство S функций, непрерывных на отрезке
[0,1], с модулем непрерывности, удовлетворяющим

неравенству (11.1.10) при фиксированной функции y{h); норму в этом

пространстве зададим формулой

ll-ils = II-|lc + M(.). (11.1.11)

7* 195



Очевидно, что /, x*^S. Докажем, что операторы (11.1.7)
ограничены в S. Обозначим (/(*)(/)= <р(0- Имеем llqpllc ^
<Шс-||*Ис Далее, ю(Ф, ft) < со (К, ft)||*||c < Mt(K)y(h)\\x\\c.
Отсюда M(<p)^Mt(K)\\x\\c и

IIФ lis < [ IIК 11с + Mt (К)] || х lb < [ IIК \\с + Mt (К)] II х \\s.

Таким образом, ||/C||s->s < \\K\\c + Mt(K). Теперь рассмотрим
оператор #„. Обозначим q>n(t) = (Knx) (/). Тогда

l+aWK^^cPll^llc-IUIIc-ll^llc-IUIIc;
<о ( „, Л) < 2l-i ^)(0 (Д'' Л) И х |1с = °°(К' А) !| * |1с <

<Л1,(Ю11*11сУ(А).

Отсюда M(^n)<Mt(K)\\x\\c и l|/CJ|s^<||/C||c + Mt{K).
Допустим теперь, что для функций. ф(/), удовлетворяющих

условию (11.1.10), остаточный член квадратурной формулы
(11.1.4) имеет оценку

рЛ<С0у(Л)Иф1и. (11.1.12)

Дополнительно предположим, что

м* ^>:=тк sup Iк v"> х^-к с т> i < с*
YW |г-Г|<л

0<т<1

Af«. t (К): = т^тг sup | К (/', т') - /С (/", т') -

|t'-t"|<ft

- /С(/', г") + К(/", т") КС,, С, = const.

Оценим норму ||a„||s^s. Имеем || а„л: ||s = || апх ||с + М (ст„х).
По оценке (11.1.12)

|| опх \\с = \\Кх- Кпх \\с < CoY (Л) [ I! К \\с ■ II * ||с +

+ Л* (Кх)\ < 2С01| /С 11с • II х Не Y (А) = С21| х \\с у (A), C2 = const.

(11.1.13)

Далее, по той же оценке (11.1.12)

<o(onx,h)= sup К'[*(/", r)-K(t', т)]*(т)</т-
1<"-/'1<л' Jo

- Zl- c<"' i* (/,/>т*> - * (/'< T*>ix <**> I <
< CoY (A) [max | К (Г, т) - /С (/', т) | • || х ||с +

Т

+ М, (/С (t"t х)-К (f, т)) || х ||с < 2C0ClY2 (Л) || х ||с.
Отсюда М(авдсХ2СоС,у(А)||дгВс и

II оп (х) ||s < Су (А) || х ||с < Cy (А) || х \\s, С— const.
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Таким образом, HcrJIs^s^CvfA) и при h достаточно малом

будет ||(/ — /СГ1!^ * HMs^s < V2. Поступая далее, как

в конце § 1, получим

\\х.-у1п%<Су№> С= const. (11.1.14)

3°. Рассмотрим погрешность искажения для уравнений
Фредгольма. Обозначим через Ап матрицу системы (11.1.6):
Ап = U + К{п\ где К(п) — матрица элементов c^K^j, тл), /„-—
единичная матрица порядка п. Будем рассматривать у{п) =
= {у\п), У{"\ ...

, У^) и f{n) = (f[n)f{2nK ...
, /(яя)) как векторы

в пространстве Yn\ (см. главу 3, §9, п. 1°). Пусть
s^—-наименьшее сингулярное число матрицы Ап. Так как у^ суть
значения у^—решения уравнения (11.1.5) —в точках т/? а

^п)-£*х и тем более y^JXx^ то нормы ||р(я)||уЯ1 ограничены
в совокупности; по следствию 3.2.2 для устойчивости процесса
(П.1.6) в последовательности пар пространств (YnU Ynl)
необходимо и достаточно, чтобы |АпХ\у X+Ynx ^C

= const. Но

и для устойчивости процесса (11.1.6) оказывается необходимым
и достаточным, чтобы s^ было положительно ограничено

снизу. Легко убедиться, что это же условие необходимо и

достаточно для устойчивости процесса вычисления

приближенного решения в соответствующей последовательности пар

подпространств.
4°. Погрешности алгоритма и округления для метода

механических квадратур можно оценить, используя
соответствующие оценки для линейных алгебраических систем (см. главы

5-7).

§ 2. УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА,
РЕШАЕМЫЕ ИТЕРАЦИЯМИ

Г. Пусть ядро уравнения (11.1.1) удовлетворяет

неравенству
max \K{t,x)\ = q<U (П.2.1)

0</, т<1

тогда решение названного уравнения можно построить по

методу простой итерации

^ = f(t)+^kJ-l)k\^n(t^)f(r)dxy (11.2.2)

Кп— итерираванные ядра. Ряд (11.2.2) сходится равномерно
на отрезке [0, 1] как прогрессия с знаменателем q\ точнее, n-Pi
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член этого ряда не превосходит величины qn\ \f(x)\di. Удоб-
JO

нее производить вычисления не по формуле (11.2.2), а по

обычной схеме итераций:

x0(t) = f(t)l л>1, xn(t) = f{t)-^K{U т)хя_,(т)Л. (11.2.3)

Однако, если ядро имеет более или менее сложную структуру,
то вычисление интегралов, входящих в формулу (11.2.3),
может оказаться затруднительным. Поэтому мы прибегнем к

следующему приему [109]. Введем функцию

!U
0</<1,

2-/, 1</<2, (11.2.4)
0, /<£[0,2],

и обозначим

Kh(t, т)=Е2Д"1^/С(//+1, tk+l)<»(t/h-j)<>>(t/fi-k). (11.2.5)

Здесь п — произвольно выбранное натуральное число, h =

= 1/(2д), t}=(j+ 1)А. Если tfe=C<»>(Q), Q = [0, 1]Х [0, 1], то

по формулам (10.6.12), (10.6.13)

\\K-Kh\\c(Q)<Ch2max \\D«K\\c(Q). (11.2.6)
|a|-2

Возьмем п столь большим, чтобы правая часть последней

формулы была меньше, чем 1 — q. Тогда, очевидно,

||/(ft||C(Q)._ qx < 1. Заменим в уравнении (11.1.1) ядро К на К\
а свободный член/(/)—функцией fh(t)= Z/ll'i fVi+JaV/fi — J).
Разность /(/)—fh(t) есть разность ординат кривой y = f(t) и

вписанной в нее ломаной y=fh(t). Если [еС(2)[0,1], то эту

разность можно вычислить по формуле

*,+.<'<'/«, f(t)-f(t) = -jr\ttl+tG(t-tl+l, x-tl+l)rt*)dxt

(h - t), 0 < т < /.

Г/(А — т), 0<*<т,
где G(/, т) = |т1(

Отсюда
11/-/Л1!с<Л211П1с (П.2.7)

2°. Оценим погрешность аппроксимации от описанной в

п. 1° замены. Новое интегральное уравнение имеет вид

xh (0 + ^ Kh (t, т) *Л (т) dx = /л (0. (11.2.8)

Вычитая это из (11.1.1), получаем (/ + К)(х — xh) = f — fn -Ь

+ (K-Kh)x\ или

*-**-(/ + ЯГЧ/ -f*-(/C-/C*)(x-x*) + (/C-^x].
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Отсюда

пх xhn< HI + K)-lH\\f - fh\\ + \\K - Kh\\-\\x\\] ^

i-iK/ + K)-4Mitf-**ii

все нормы взяты в С[0, 1] или соответственно в С([0, 1]Х
Х[0, 1]). Используя неравенства (11.2.6), (11.2.7), а также

неравенство || (/ + /С)_1||^(1 — q)~{> находим оценку
погрешности аппроксимации:

II* - xh ||< [1 - С? max || D^IIA2]"1 [С" max \\D*K\\ • ||*|| +
|a|-2 |a | =2

+ 11 ПОЛ2; С, C" = const; (11.2.9)

можно еще воспользоваться неравенством

iuiKimm-<7). (п.2.10)

3°. О погрешности искажения в более общей ситуации
сказано в § 1. Рассмотрим уравнение, полученное из (11.2.8)
искажением; решим это искаженное уравнение по методу итераций
и оценим погрешность алгоритма. В данном случае при
достаточно малом h и при достаточно малой погрешности
искажения итерации сходятся как прогрессия с знаменателем q2 < 1,

где q2 = max | Kh (/, т) | и Rh (t, т) есть искаженное значение

ядра Kh{t, т). Если выполнено точно N итераций, то

Здесь fh(t) — искаженное значение функции fh{t), xh(t)
—точное решение уравнения, полученного из (11.2.8) искажением.

Из последнего неравенства вытекает оценка погрешности

алгоритма:

|x"-^»c<iric^+1/(l-?2). (П.2.11)

4°. Представляет интерес оценка погрешности алгоритма

для коэффициентов последовательных приближений л$(/).
Справедлива точная формула

zUt) = fh(t)-\lKhU, T)x2_,(T)dT. (11.2.12)

Нетрудно убедиться, что

*k-i (t) - Z/l"_li Я/. *—ж © (t/h - /), al &_i = const.

Подставив это, а также значения fh(t) и Rh(t> т) в (11.2.12) и

приравняв коэффициенты при со (t/h— /), получим

Ujk = fh(tj+i)— Z/^l_i«m,*-lK (*/+b */-м)Х

X \ © (*/А — /) ю (т/А — т) dx.
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Интеграл в последнем тождестве вычисляется просто.
Обозначая его через hwim, имеем wim = Wmi и

О, |ет —/|>2,

1/6, т — 1=± 1,
Wim = ^2/39 m = U 0<m<2n-2,

(11'2ЛЗ>

Л/3, т = / = —1, т = 1 = 2п— 1.

В результате мы приходим к системе рекуррентных
соотношений для коэффициентов ajk:

u% = f\ti+l)^hZTml-ia^k-iKh(tf+u tl+l)mM: (11.2.14)

эту систему надо решить при начальном условии 8% = fh(tj±i)*
Если мы введем в пространстве 2я-компонентных векторов

норму по формуле ||а|| = тах|а/|, то норма оператора в

правой части равенства (11.2.14) окажется равной

В :=AmaxS?;l-i l^(</+i. </+i)l«>i«. (И.2.16)

Приняв во внимание значения чисел wim (формула (11.2.13))»
найдем, что

I*t~-i™im\Kh(ti+u // + 1|<max|^(/, т)\ = д2.

Отсюда В <; h-2nq2 = #2, и при фиксированном индексе /
итерационный процесс (11.2.14) сходится. Если ограничиться N

итерациями, то погрешность алгоритма для процесса (11.2.14)
оценивается величиной

^+,1Пс/(1-?2). (11.2.16)

§ S. РАЗЛИЧНЫЕ МЕТОДЫ СВЕДЕНИЯ

К АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ

Один метод сведения к алгебраической системе рассмотрен
в § 1. В данном параграфе мы рассмотрим еще несколько

таких методов.

1°. Рассмотрим уравнение (11.1.1) в следующих
предположениях: a) /(gL2([0, 1]X[0, 1]); б) единица не есть

характеристическое число ядра K(t,%); в) /gL2(0, 1). Пусть построено
такое вырожденное ядро

/C<")(/,T)=Z^1aft(0Pft(t), (П.3.1)

[Л'ЛК(/, т) - *<"> (/, т)]2dtdx : - Y„ - 0. (11.3.2)
JO JO /г-*оо

что

В качестве KSn){ty%) можно взять, например, конечноэле-

ментную аппроксимацию ядра K(ty т), если только последнее
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обладает необходимой гладкостью; отметим, что числовые

эксперименты подтверждают целесообразность такой
аппроксимации. Другие способы выбора аппроксимирующего ядра
указаны в [119]. Будем считать, что свободный член f(t) также

заменен другим, вообще говоря, свободным членом f(n)(t),
близким к f(t) в норме L2(0, 1), так что \\f — f{n)\\2 -> 0. Таким об-

разом, мы заменяем уравнение (11.1.1) новым уравнением

*<*>(') + \lQK(n)(t, r)xW(r)dx = fW(t)\ (11.3.3)

оценим погрешность аппроксимации такой замены. Пусть К и

К{п) означают операторы Фредгольма с ядрами K(tyxj и

K{n)(ty т) соответственно. Положим R =(/+ /С)-1, #(*>=*
= (/ + К{п))~1. Обозначая соответственно через х* и х[п)
точные решения уравнений (11.1.1) и (11.3.3), имеем

I *. - хТ \ = \R{f- ПII +1 (* - RwП|< | * | уп +
+ |*-*№|Qi/y + Y-). у'п=У-П. (п.з.4)

Далее, положим К — Kw = А(п). Тогда #<"> = (/+/( — Д<п>)-' =>

= /?(/ — ДМ/?)-1; отсюда /? — #<"> = —/?Д<">#(/_Д(»)/?)-|, и

если п достаточно велико, то ||Д(,,)/?||<; ул||/?||< 1, и

Подставив это,в (11.3.4), получим оценку погрешности
аппроксимации

IU.-^rikll/?llY« + ;l^Si|(ll/ll + Y«). (И.3.5)

Обычным способом решение уравнения (11.3.3) сводится к

решению некоторой линейной алгебраической системы порядка
п. При этом возникает необходимость в вычислении

интегралов вида \ af(t)$k(t)dty \ f{n)(t) $k(t)dt; эти вычисления, как

правило, выполняются по приближенным квадратурным
формулам. Кроме того, приходится производить некоторые
арифметические действия. Все это приводит к погрешности

искажения, которую можно оценить, зная оценки погрешности

квадратурных формул. Далее, необходимо еще оценить

погрешность, связанную с решением системы; это можно сделать,

используя методы глав 5—7.

2°. Уравнение Фредгольма можно свести к линейной

алгебраической системе по методу Бубнова — Галеркина. В этом

случае можно оценить погрешность аппроксимации по

формуле (2.6.3). При этом, если координатная система сильно

минимальна в L2(0, 1), то процесс вычисления коэффициентов
устойчив (в смысле второго определения) в последовательности
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(Rn,Rn), а процесс вычисления приближенного решения
устойчив в последовательности (#<">,/?„); смысл обозначений

очевиден.
Отметим два частных случая, когда можно уточнить оценки

метода Бубнова — Галеркина. Пусть выбрана координатная
последовательность {со;(/)}, ортонормированная и полная в

L2(0, 1), и пусть ядро K(t,%) симметричное и неотрицательное;
в данном случае это означает, что K(t, т) = /С(т, t) и что

(Кх, *)—$о$о*С T)*(0*(T)d/dT>0; (11.3.6)

для простоты считаем пространство L2(0, 1) вещественным.

Верхняя грань квадратичной формы (11.3.6) равна ||/С||, а ее

нижняя грань равна нулю.
По методу Бубнова — Галеркина приближенное решение

уравнения (11.1.1) строится в виде

x{n)(t)=ZL{a{kn)<ok(tl (11.3.7)

причем коэффициенты а^ определяются из алгебраической
системы

а<"'+Si \\к {t'т) Е* _,
а*">ю*(т) ю/(/) dtdx=Sj® *>}(/) dL

(11.3.8)

Матрицу этой системы обозначим через Мп. Если у—
произвольный вектор с числовыми составляющими уи у2, ..., уп, то

(Мл, YJ-llYlP+SiS^^ ^^^V/Y^/W^Wrf/dT.
Отсюда следует, что Hvll2 ^(Мпу, у)< (1 +Ш1) llvll2 и> Далее,

l|iWJ|<l +||^||, lAlalO, P^<l+||/C||. (П.3.9)

Таким образом, нормы матриц Мп и Мп* и число

обусловленности ограничены известными постоянными, не зависящими от

п. Это упрощает и делает более конкретными оценки

погрешностей, данные в разделе II.

Второй частный случай таков. По-прежнему считаем

координатную систему ортонормированной и полной в Z-2(0, 1); о

ядре K(ty т) допустим, что в разложении /C = /G + /(2, /Ci =
= 2rl(K+K*)9 K2 = 2-l(K — K*) ядро Ki(/,t)
неотрицательное. Напомним, что оператор /(2 кососимметричен, поэтому
({(2хух)=0.

Оценим норму || (У + Ki)~[\\. Уравнение (11.1.1) запишем

в виде х + К\Х -+- К2х = f и умножим скалярно на а:; при этом

член с К2 исчезает, и мы получим \\х\\2+ (K\x,x) = (f,x). Так
как по предположению скалярное произведение (К\х, х)
неотрицательно, то IU||2 ^(f,x)^ 11/11 -IIх||. Отсюда 11x1X11/11, или
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|| (I + K)~l\\ ^ 1. Несколько проще доказывается, что || (/ +
+ /ti)-4l^l.

Приближенное решение по Бубнову — Галеркину
по-прежнему определяется формулами (11.3.7), (11.3.8). Как и выше,

обозначим через Мп матрицу системы (11.3.8), и пусть \i{n] и

ji(„2) — матрицы, порожденные операторами К\ и К2> так что

Мп = In + |i(n0 + \in\ Как и выше, найдем, что ||Мп||< 1 +1|КII,

1 \№II^11 ^2II- Оценим еще величину Цм^Ц. Имеем

М„-' - (/. + ц<» + ц<Т' = (/„ + lig»)- [/. + И? (/. + №Г1]-1-

Матрица \Хп} неотрицательная, поэтому Ц(/я +Цп0)"1!^ !•

Потребуем еще, чтобы

н:=||/(2||<1. (11.3.10)
Тогда

ЦлсЧ^а-хг1, (п.з.п)

и в этом случае величины ||МЯ||, [Мл1!, Рм также ограничены
известными постоянными, не зависящими от п.

3°. Еще один способ сведения к линейной алгебраической
системе дает метод наименьших квадратов. Мы не будем
останавливаться здесь на сущности этого метода — об этом

достаточно полно сказано в [84]—и сделаем только два общих
замечания.

1. Пусть метод наименьших квадратов применен к

уравнению Ax = f> где А— линейный оператор, действующий в

некотором гильбертовом пространстве и ограниченно обратимый.
Если приближенное решение х*п) этого уравнения построено, то

апостериорная погрешность этого решения оценивается очень

просто:

k-/-,|<U-,|.|/-Acrrtl (И.3.12)

2 Пусть еще оператор А ограничен. Тогда погрешность

аппроксимации метода наименьших квадратов можно оценить

по формуле (4.1.5).
Для уравнений Фредгольма оба эти утверждения очевидно

справедливы.
4°. Просто решается вопрос об устойчивости относительно

искажения В [90] приведены следующие простые факты. Если
оператор А замкнут в гильбертовом пространстве Н и имеет

ограниченный обратный и если /е 0(Л*), то уравнения Ax = f
й д*Ах = A*f равносильны. Оператор А*А — положительно

определенный, его энергетическое пространство совпадает с

множеством значений оператора Л, а энергетическая норма

|х| = ||Лх||. Если оператор А ограничен, то очевидно, что его

энергетическая норма эквивалентна норме пространства Н.
Из сказанного сразу вытекает следующее утверждение, вер-
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ное, если уравнение Фредгольма разрешимо единственным

образом:
Процесс наименьших квадратов для уравнения Фредгольма

устойчив в последовательности пар пространств (Rn> Rn) тогда
и только тогда, когда координатная система сильно

минимальна в Z,2(0, 1).
Для погрешностей алгоритма и округления системы метода

наименьших квадратов справедливо все сказанное по этому

поводу в разделе II.
Можно еще заметить, что если координатная система

метода наименьших квадратов почти ортонормирована в L2(0, 1),
то число обусловленности матрицы этого метода ограничено
независимо от п.

Сказанное в пп. 3°, 4° данного параграфа полностью

относится и к уравнениям второго рода с вполне непрерывным
оператором в сепарабельном гильбертовом пространстве.

5°. К линейной алгебраической системе можно приближенно
свести уравнение Фредгольма и по методу коллокации. В [30]
доказывается, что оптимальная по порядку оценка погрешности

аппроксимации достигается при использовании подходящим

образом выбранных сплайнов в качестве координатных
функций. Если ядро и свободный член уравнения (11.1.1)
принадлежат к классу С(г), а их модули непрерывности мажорируются
одной и той же функцией со (6), то погрешность аппроксимации
коллокационного метода имеет оценку О(л-гсо(1/я)). В той же

книге [30] приведены и некоторые другие результаты, близкие
к только что сформулированному. По поводу устойчивости
процесса коллокации можно повторить то, что было сказано в

общем случае в главе 3, § 8. В частности, если координатная

система ф*(/)> 1 ^ k < оо, такова, что |<р£(0| ^Cka, а < 1>

то процесс коллокации неустойчив.
При фиксированном порядке приближения и при заданных

координатных функциях и узлах коллокации мы имеем дело

с вполне определенной алгебраической системой. Для нее
можно оценить погрешности искажения, алгоритма и

округления так, как это описано в разделе II.

§ 4. СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ.

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

1°. Будем рассматривать одномерное сингулярное
интегральное уравнение вида

Ax:=a(t)x(t) + b(t)(Sx)(t) + (Tx)(t) = f(t), (11.4.1)

где S — оператор Коши

(s*>W = lHr7=7dT' (11.4.2)
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в следующих предположениях: Г — замкнутый плоский контур
класса С(1«а), 0 < а ^ 1, ограничивающий некоторую область,
односвязанную или многосвязанную, a(t) и b(t)—функции,
скалярные или матричные, непрерывные на Г, Т — оператор,
вполне непрерывный в ^(Г), индекс уравнения (11.4.1) равен

нулю и это уравнение имеет не более одного решения, так что

оно разрешимо при любой (соответственно скалярной или

векторной) функции fGi2(r). При перечисленных условиях

операторы А и А~1 ограничены в L2(T).
2°. Уравнение (11.4.1) можно решать по методу

наименьших квадратов, и к этому уравнению в полной мере применимо
все сказанное в пп. 3, 4° предшествующего параграфа.

Отметим некоторые координатные системы.
а

1) Пусть Г= U Гу, где Г/— замкнутые кривые; предполо-
/-о

жим, что Г есть граница некоторой конечной области D,
лежащей в плоскости комплексной переменной, и что Го
ограничивает эту область извне. Внутри Г/, 1 ^ / ^ п, выберем точку

tj. Обозначим через р0, pi, ..., рп числа, удовлетворяющие

неравенствам

О < Ро < mjn I т I'» Р/ > тах I Т — U I» 1 < / < я.

теГ4 те=Гу
Система функций

полна и сильно минимальна в L2(T) (см-. [90]).
2) Пусть Г — вещественная ось и пусть вполне

непрерывный оператор Т — сглаживающий, так что TiW^iRi) ->

_> HP2v+1)(/?i)- Если в качестве координатных взять функции

фЬ>)= Vitf^Cttf)' k==0> l>2' ••-'>

™

(1 + t2f2
*
\ 1 + t2 J

где Tk и Uk — полиномы Чебышева соответственно первого и

второго рода, то общую оценку (4.1.5) можно уточнить: при

/е^(«,) и а(/), b(t)^W^(R{) будет

(см. [183]). При этом процесс наименьших квадратов
устойчив относительно погрешностей искажения, и число

обусловленности матрицы метода наименьших квадратов ограничено.
3°. Для простоты примем, что Г — окружность |т|= 1 и что

уравнение (11.4.1)—скалярное. Допустим, что решение назван-
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ного уравнения х> е W\ (Г); для этого достаточно, например,
чтобы оператор Т был сглаживающим (или чтобы он

действовал из L2(T) в Й^ЧП), a f(t), a(t), b (t) <= W?s) (Г). В
качестве координатных возьмем функции, которые получаются из

кусочно-полиномиальных, степени 2s—1, исходных функций
МКЭ (см. главы 9, 10). В этом случае, как нетрудно доказать,

погрешность аппроксимации имеет оценку 0(n-2s). Легко
доказать также, что при выборе координатных функций,
указанных в данном пункте, справедливо следующее утверждение:
процесс наименьших квадратов устойчив в последовательности

пар пространств (ХП9 ?п)у где Хп и ?п суть /г-мерные
пространства с нормами

Vaei?„, Balk = №\\акя, ||a||f = A-%||a||v
Точно так же доказывается, что процесс построения
приближенного решения по методу наименьших квадратов устойчив
в последовательности пар пространств (Нп, Уп), где Нп есть

я-мерное подпространство пространства £2(Г), натянутое на

соответствующие координатные функции. При том же выборе
координатных функций число обусловленности матрицы метода
наименьших квадратов ограничено независимо от п.

4°. Отметим результаты статьи [52], в которой изучаются
одномерные сингулярные интегральные уравнения на

разомкнутом контуре. В цитируемой статье ее автор ограничивается
случаем уравнений

axW + 4r[-ii^dx + T\l-iK{t> *)*(T)dT = f(/)f (H.4.3)

где a, b — постоянные, а2— Ь2Ф0. Уравнение изучается в

пространстве Н = L2(—1, 1;р); вес р(/) выбирается в зависимости

от индекса оператора (11.4.3). Интегральный оператор

\ K(t9 т)х(х) dx предполагается вполне непрерывным в Н\

предполагается также, что уравнение (11.4.3) имеет в Н
единственное решение. Приближенное решение строится по методу
Бубнова — Галеркина; в качестве координатных функций
выбираются полиномы Чебышева и Якоби. Доказывается, что

алгебраическая система Бубнова—Галеркина достаточно высокого

порядка однозначно разрешима и что приближенные решения
сходятся к точному в Я. Утверждается устойчивость процесса.

5°. Перейдем к многомерным сингулярным уравнениям.
Рассмотрим уравнение (скалярное или векторное

— в данном

случае безразлично)
Ах : = a(t)x(t)+\rK(t, т)х(т)dx + (Tx)(t) = /(*). (11.4.4)

Здесь Г — достаточно гладкое многообразие m измерений без

края, K{t,x)—сингулярное ядро, Т — оператор, вполне непре-
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рывный в банаховом пространстве, в котором сингулярный
оператор ограничен. Для определенности будем говорить о

пространстве L2(r). Примем следующие допущения: 1) символ

Ф(*>т) уравнения (11.4.4) — достаточно гладкая функция своих

аргументов; 2) индекс уравнения равен нулю; 3) уравнение
(11.4.4) имеет в L2(T) не более одного решения

— тогда оно

разрешимо при любой правой части из L2(T). Операторы А и

Л-1 при сформулированных допущениях ограничены; повторяя
многократно использованные выше рассуждения, приходим к

следующим результатам.
Уравнение (11.4.4) допускает применение метода

наименьших квадратов; погрешность аппроксимации оценивается по

формуле (4.1.4). Если координатная система сильно

минимальна в L2(T)t то соответствующий вычислительный процесс

устойчив; если координатная система почти ортонормирована
в £2(Г), то число обусловленности матрицы метода
наименьших квадратов ограничено независимо от порядка этой

матрицы. Таким образом, если систему метода наименьших

квадратов решать методом простой итерации (см. главу 4, § 2,
п. 1°), то эти итерации сходятся как прогрессия с

фиксированным знаменателем, меньшим единицы, и погрешности
округления при возрастании порядка системы остаются

ограниченными.

В статьях [98] и [112] приведены два примера
координатных систем, для которых общая оценка (4.1.4) может быть

уточнена.

§ 5. МЕТОДЫ МЕХАНИЧЕСКИХ КВАДРАТУР И КОЛЛОКАЦИИ
ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ

1°. Приложениям метода механических квадратур к

одномерным интегральным уравнениям посвящен ряд работ Габ-

дулхаева и некоторых других авторов. Довольно полная

библиография приведена в [31]; мы ограничимся здесь
изложением статьи [29].

Рассмотрим уравнение (11.4.1), в котором вполне

непрерывный оператор интегральный:

(Tx)(t)=\rK(t, T)*(T)dx. (11.5.1)

Примем, что Г — окружность |т|= 1 и что функции a{t)y b(t),
j(t) принадлежит к классу С(г»а), где г ^ 0, 0 < а < 1.

Допустим далее, что индекс рассматриваемого уравнения равен

нулю и что это уравнение имеет не более одного решения.

Приближенное решение будем искать в виде

тригонометрического полинома

x^(0=ZL-naA (11.5.2)
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Из элементарных свойств оператора Коши вытекает, что

(АхП (t) = [a (t) + Ь (t)} £;_оа/ + [a(t) - Ь (/)] YZ-xа*'*+

Заменим здесь интеграл его приближенным значением по

формуле прямоугольников, соответствующей разбиению
окружности Г на 2п + 1 равных дуг с точками деления tj =
= ехр[2ш'//(2д + 1)], и потребуем, чтобы полученная таким

образом функция от t совпала в f(t) в точках tj. Это
приведет нас к системе линейных алгебраических уравнений

la(t,) + b(tt)] ZU^/+[««/)-*('/)] Z^-i**tf +

/ = 0, 1, ..., 2а- 1. (11.5.3)

В статье [29] эта система трактуется как система метода

механических квадратур для уравнения (11.4.1). Может быть,
стоит сказать, что метод названной статьи представляет собой

некоторый синтез метода коллокации и метода механических

квадратур: он переходит в метод коллокации при K(ttx)^0
и в метод механических квадратур при b{t)= 0.

Основной результат цитируемой статьи содержится в

следующей теореме.
Теорема 11.5.1. Пусть |3 — любое число из интервала 0<

<С р < а. Существуют такие постоянные Аи Ви А2у В2учто если

{А, 1пп + В{) п-г-«+Ь < 1, (11.5.4)

то система (11.5.3) имеет единственное решение. Погрешность
аппроксимации приближенного решения (11.5.2) оценивается
по формуле

U,- х{?%^(А21пп + В2)п-г+*-\ (11.5.5)

Яр — пространство функций, заданных на Г, с нормой

„ и . //mi \x(t')-*(t")\
||*||я =maxU(/)|+ sup / /' .

Доказательство этой теоремы использует общую теорию
приближенных методов, построенную Канторовичем [64].

2°. Рассмотрим теперь уравнение (11.4.1) в следующих
предположениях: Т 52= 0; a(t)t b(t) непрерывны на Г; индекс

уравнения равен нулю. Заметим, что результаты статьи [29] здесь

неприменимы, потому что г = а = 0. Данный случай

рассмотрен в статье [193]. В качестве узлов коллокации взяты точки

tk = t{k] = exp(2nik/n), а в качестве координатных функций —
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кусочно-линейные функции, широко употребляемые в МКЭ и

определяемые формулой

!t
— tk-i 2n(k — l) < ar t <

2nk

tk-tk-x
'

я
^ ё ^

«
'

(П 5Л)

Приближенное решение имеет вид

^W-ZrjeWW: (H.5.7)

коэффициенты a(feft) определяются из системы

a^a^ + MO) Z::o^a)(S9n(^) = f ('/)• (П.5.8)

Основные результаты статьи [193] содержатся в следующих

теоремах.
Теорема 11.5.2. Пусть коэффициенты a(t)y b(t) непрерывны,

а решение х*е[2(Г). Пусть выполнено условие

V*e=[—1,1], V/еГ; a(t) + Kb(t) Ф 0. (11.5.9)

Тогда при достаточно большом п система (11.5.8) разрешима

единственным образом и\х, —- x[n)\i, г -> 0.
М-»оо

Теорема 11.5.3. Если a(t), b(t)^H^ 0 < \х <; 1, и f e HVt
0 < v ^ 1, го верна оценка

\\х,-х[п)\\2,т<Сп-а\пп, a = min(|if v). (11.5.10)

Здесь #|i — пространство функций, удовлетворяющих условию

Гельдера с показателем \к.

Теорема 11.5.4. Пусть a(t), b{t)<=H^ 1/2 < \х < 1. Если

при любой непрерывной функции f(t) система (11.5.8)
разрешима, когда п достаточно велико, и || jc„

— лг^п> fe, г -* 0, то спра-
П->оо

ведливо неравенство (11.5.9).
Перечисленные здесь результаты распространены в [193]

на случай кусочно-непрерывных коэффициентов и ляпуновского
контура интегрирования.

3°. При фиксированном п можно получить оценки
погрешностей алгоритма и округления так, как об этом сказано

в разделе II.
4°. В статье [53] метод коллокации применен к уравнениям

вида (11.5.3) при ограничениях, перечисленных в п. 4° § 4

данной главы. Доказывается, что если за узлы коллокации взять

корни полиномов Якоби, выбранных подходящим образом, то

системы метода коллокации достаточно высокого порядка
однозначно разрешимы и приближенные решения сходятся к

точному в соответствующей метрике.
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Глава 12

РЕЗОЛЬВЕНТНЫЙ МЕТОД И ЕГО ПОГРЕШНОСТИ

Резольвентный метод приближенного решения уравнений
Фредгольма разработан автором в статьях [109—113].
Сущность метода заключается в том, что ядро уравнения
заменяется его конечноэлементной аппроксимацией (этот прием
использован здесь в главе 11, § 2); соответственно резольвента

данного ядра заменяется резольвентой аппроксимирующего
ядра и затем используется представление решения через
резольвенту. Как и в предшествующей главе, мы будем
рассматривать скалярное уравнение вида (11.1.1); обобщения во

многих случаях очевидны. По поводу менее очевидных случаев мы

отсылаем читателя к статьям [111, 112].

§ 1. ПРИБЛИЖЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ

Г. Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма

x(t)-k\lQK(t, x)x(x)dx = f(t) (12.1.1)

с ядром K^CiS), S > 1; X— произвольный, вообще говоря,
комплексный параметр. Напомним основные факты,
относящиеся к резольвенте Фредгольма.

1) Резольвента Фредгольма имеет вид

Г(/, т; X) = D(t,x; X)/D(X), (12.1.2)

где определитель Фредгольма D(X) и первый минор
Фредгольма D(ttx; X) суть целые функции от X.

2) Если О(Х)Ф0 при данном X, то уравнение (12.1.1) имеет

одно и только одно решение

x(t)=f(t) + x\loT(t, т; X)f(x)dx. (12.1.3)

3) Коэффициенты рядов

Dw=ZL4r-^fe' (12Л-4>

D(t, т; X) = YJ^0lz^rBk(tt x)Xk (12.1.5)

удовлетворяют рекуррентным соотношениям

с0=1, ск=^Вк_1(х, x)dx, (12.1.6)

В0((, x) = KU, т), Bk(t, x) = ckK(t, т)-

-\[К(1, тОВА-,(т', x)dx'. (12.1.7\
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4) Справедлива формула, выражающая коэффициенты
Bk(t,x) непосредственно через ядро:

k>0, Bk(t, т) =

\K(t, т) K(t, т.) ... Kit, Ч)

/С(т„ т) *(т„ т,) ... /С(т„ т*)|
JO J0

ЯОъ, т) /С (Tfe, тО ... K(rk> т*)

dx{d%2... dtfc.

(12.1.8)

2°. Обозначим через Q квадрат {(f, т): 0 ^ t, т ^ 1} и

допустим, что ядро K(t,т) уравнения (12.1.1) определено в

некоторой области, для которой Q является внутренней подобластью,
и что в этой области /((/, т) принадлежит к классу C(2s), где

s—натуральное число. Построим (см. главу 9) систему
кусочно-полиномиальных ИСХОДНЫХ фуНКЦИЙ (dq(t), Ц = 0, 1, ...

...,
s— 1, степени 25— 1, дающих наилучший порядок

аппроксимации. В [94, 182] показано, что эту систему можно

заменить единственной исходной функцией

й(р= Z;:;Z!:U+.c£4('+'), 02.1.9)

где коэффициенты с# определяются из s систем уравнений

1!:!-,+/^ = V. г = 0> !> •••> 25~2> (12.1.10)

соответствующих значениям *q = 0, 1, ..., 5—1. Введем
обозначения

/ = (/ь /2), z = (Л *), о'г-= 6(0 6(т);

bf) = bflif = K(i{hi j2h)\ (12л 11)

К* С x)=Zl%bf(b(z/h-i).
Как доказано в [94, 182],

\K(t, x)-Kh(t, т)|<С/г2*. (12.1.12)

Введем еще обозначения

^ 6 (//А - /,) 6 (///г - /2) Л = /от/,/, = hrb,, (12.1.13)

р£(/, т) = в£(/, x)/k\, yhk = c\lk\ (12.1.14)

Используя соотношения (12.1.6), (12.1.7), легко найдем, что

&{t, т)=Ег1+4^5(2/Л-/),
y2-W*)Z£:.*)4-4. ДО-const.

(12Л'15)

ft» = vJ»r - *Z2.+40&4: 02.1.16)
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из этих формул определяются коэффициенты 6}*', k > О и Yfc *

Л > 0, а следовательно, и величины р£(/, т).
Вырожденное ядро /СЛ(/, т) можно представить в виде

Kh(t, т)= 1^.+!х//а - /,) z;i+:s^0)u(t/a- /2),

откуда видно, что оно содержит не более чем v = 2п + 2s + I

независимых слагаемых. Соответствующие этому ядру ряды

Фредгольма суть полиномы от X степени не выше v, и

рекуррентную формулу (12.1.16) надо применять не более чем v

раз
— последующие коэффициенты рядов Фредгольма равны

нулю.
3°. Пусть Dh(tyx\X) и Dh(X) суть ряда Фредгольма ядра

Kh(t, т) и пусть

Оценим разность Bk(i9 т) — Bhk{t, т). Используя формулу (12.1.8),
можно представить эту разность в виде (полагаем t = t0)

Bk (/, т) - в\ (U т) = Eto \\ • • • \\№ dtx ... dtk9

АГ =

^(/ол).Д\и K(t0,tv)-Kh(t0ttv) K(t09tv+l)...K(t09tk)
Kh(h, т)... **(/„ fv_,) /С(/ь Q-K%, tv) K(t» tv+l)... /C(/i, /*)

J(Afci4Afe/v-i) K{tkJv)-Kk{tkjv) K{tkJv+i)-K(tk.tJ
(12.1.17)

Будем считать, что [/((/, т) | < 1—этого можно добиться,
изменив соответственно, в случае необходимости, параметр X. Тогда
в силу неравенства (12.1.12) при достаточно малом h будет
также \Kh(t,x) | < 1. Применяя то же неравенство (12.1.12) и

теорему Адамара об определителях, получим |д^|^СЛ25 (k + l)kn.
Интегрируя, найдем

\Bh{t, x)-BUt. x)\<Chu(k + lf™
и, как следствие,

\D(t, т; A)-D*(f, т; X) \<Ch* J^^ it±Tl I Ы*- (12.1.18)

Остается оценить сумму последнего ряда. Из формулы Стир-
линга следует неравенство

{k + \fvw < (i \^ъ1) V(F+Tj! e(ft+1)/2
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и ряд в (12.1.18) мажорируется рядом

«/ZV" (* + 0V4(«|X|2)M ^
Л/ 2я Zj*=o v*r

Из неравенства ^ < \ "~~w следует, что

Z*-o(* + l)3'2<1 + Ji ~^ = 3,

и для ряда (12.1.18) получается более простая мажоранта

В последнем ряде выделим члены с индексами & = 0, 1, 2»
тогда мажоранта примет вид

<л/^1|+8г|Х|!+^"в!|Я|,+^'е>|Ярехр(еир)Г-
Отсюда следует оценка величины |D(/, т; X) — Dh(t, т; Я)|:

(12.1.19)
Аналогичные рассуждения приводят к оценке

| D (Я) - D* (Я) | < ^9/2я [(^ I Я |2 + 2е21 Я |4) ехр (в | Я |2)]1/2 СЛ2*.
(12.1.20)

В формулах (12.1.19), (12.1.20) С — постоянная неравенства
(12.1.12); ее можно оценить, используя результаты § 6 главы 10.

Формулы (12.1.19), (12.1.20) дают оценки аппроксимации для

рядов Фредгольма.
4°. В п. 3° данного параграфа получены оценки погрешности

числителя и знаменателя резольвенты в отдельности. Проще
оценивается погрешность самой резольвенты как оператора

(разумеется, в предположении, что значение Я — не

характеристическое для ядра /С(/,т)). Оббзначим соответственно через

К и Kh интегральные операторы с ядрами K(t,%) и KH(t, т);
положим еще А = I — XKt Ah = /— Я/Сл. Если h достаточно

мало, то Я будет не характеристическим и для ядра Kn(t,x);
таким образом, будут существовать ограниченные операторы
Л™"1 и (Лл)-1. Оценим нормы их разности

\А-1-{А*)-1\<\А-Ч\1-А(АшГЧ
2ia



Далее,

a uv=(ан-х{к- к")) (анГ = i-k(K-Kh) (дТ1;
II/-л UT1<ш 1 Uft)-'II • к -/ci

и по неравенству (12.1.12)

\А-1-{А*)-1\<\к\.\Л-Ч\{Ак)-1\С1Г.
Если h достаточно мало, то |А,|с/г25|| (/4")-Ч|< 1, и получается
оценка нормы |И-1||:

ll-'|< 0U*)"'ll П2 1 2П

Принимая, что оператор (Ah)~l уже вычислен, можно

написать оценку погрешности аппроксимации решения уравнения
(12.1.1), вызванную заменой ядра K(t,x) на Kh(t% т):

M-'f-(^r'/i<;^^';(y,imi. («.i*.

§ 2. ОЦЕНКА ОСТАТКА РЕЗОЛЬВЕНТЫ

Iе. Если число s достаточно велико, то можно ограничиться

сравнительно небольшими значениями п и ряды Фредгольма
для аппроксимирующего ядра Kh(tt х) можно вычислить до

конца, используя рекуррентные соотношения (12.1.6), (12.1.7)
2п + 2s раз. Если же п велико, то вычисления можно вести до

тех пор, пока отбрасываемые остатки рядов Фредгольма не

станут достаточно малыми. Ниже в данном параграфе
выводятся оценки этих остатков для произвольного ядра.

2°. Пусть в квадрате Q задано произвольное ядро F(t, т).
Введем обозначения

max| F(t, t)| = pf(t), max| F(t, т) = р/?(/)>
' т

(12.2.1)
Bp^L(o. D

= a^ IMLo,n = °'

я допустим, что все величины, входящие в формулы (12.2.1),
конечны. Вместо а* и дк будем писать а и а.

Оценим величину gb :=afe Пусть Д — определитель под

знаком интеграла в (12.1.6). По неравенству Адамара

\Bk(t, т)|<5* ... ^lAldx, ... dxk^

<[$; ... [0\Чх{ ... dxkf<(k+lf+^9K(x)o\
Отсюда

aft<(£+lf+1,AV+l. (12.2.2)
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Если в ряде (12.1.5) сохранить только N первых членов ге

обозначить через VN сумму отброшенных членов, то

4v<E (й+1) -цЧ |1=|Л|сг.

Далее, (k + lf+w = кш(\ + l/kf2(k + 1)ш< ^k(k+m, поэ-

тому

а„ <л/2е / , \хо.

Формула Стирлинга дает неравенство \/k\ < (2л) {/2ekk (fe+I)/2^
из которого следует

a,„<V^a£^+J^. (12.2.3>

Возьмем N столь большим, чтобы члены ряда (12.2.3)
убывали. Для этого достаточно, чтобы

N + l^(\xe)2. (12.2.4)

К рядам с неотрицательными убывающими членами можно

применить интегральную оценку: если ф(0^0 и ф(0 убывает,.
с k

тоф(&)^\ Ф(0^/, поэтомуJ к— 1

°'„< л/Т°\;^«<^°\?-ь""-""т"*=
-

-у On tf-2 In (М.е))

= 2л/-аг
я In N — 2 In (це)

эта оценка верна при условии (12.2.4).
Рассмотрим численный пример. Пусть ядро /((/, т) есть ко-

нечноэлементная аппроксимация некоторого ядра при шаге

сетки h = 0,001. В данном случае ядро K(ty т) содержит
несколько более 1000 независимых слагаемых; чтобы полностью

вычислить резольвенту, нужно применить рекуррентную
формулу (12.1.16) также несколько более 1000 раз. Допустим, чта

для нашего ядра \ие < 10; в соответствии с формулой (12.2.4)
следует взять N ^ 99. Приведем оценки для av

N 120 130 140 !50

10"3 10~6 10"9 10"12

При N = 120 точность оказывается достаточной для многих

приложений При N = 150 получается точность, значительно-

превосходящая обычные потребности приложений.
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Аналогично получается оценка для остатка vn знаменателя

резольвенты Фредгольма

(12.2.6)

Оценки (12.2.5), (12.2.6) можно рассматривать как оценки

погрешности алгоритма для процесса (12.1.6), (12.1.7).

§ 3. ПОГРЕШНОСТИ ИСКАЖЕНИЯ И ОКРУГЛЕНИЯ

1°. Рекуррентная система (12.1.16) искажается из-за

неточного вычисления коэффициентов bf] = K(j\hf j2h). Обозначим

Ф0 = тах|б(&/0))| и найдем оценки величин #£ = max 16(6/^)1

л v5 = |ft(YJ)|.
Выше (п. 3 § 2) было принято, что \Kh{t,%)\< 1. Из

неравенства Адамара легко следует, что

iPiPe, T)l<(* + i)tt+l)/7*!, (12.3.D

\yi\<kkl2/k\ (12.3.2)

2°. Допустим, что промежуточные вычисления производятся
с повышенной точностью. Тогда по неравенству (1.1.9)

|<гё|<в1тах|бй?|, IvS^eJvSL

Далее, b{j$=$k(IA /У*), и по неравенствам (12.3.1), (12.3.2)

W<*i*+f™, \4\<±f. (12.3.3)

Суммарная погрешность числителя резольвенты (первого
минора Фредгольма) оценивается величиной

* W = ei Е?-о max |b{/2\Z?--'\ 6(г/А- /)| I\\ (12.3.4)

для простоты мы пренебрегаем погрешностью умножения на

вторую сумму. По неравенству (12.3.1)

max | bfi | = max | pj?> (/Д j2h) | < (ft + l)(*+1)/2/ft!.

Кроме того, функция й ограничена, и ее носитель лежит в

промежутке [—5,5], поэтому вторая сумма в (12.3.4) содержит
не более чем 25+ 1 слагаемых, отличных от нуля. Отсюда

следует, что названная сумма ограничена; пусть она не

превосходит некоторой постоянной с. Тогда по аналогии с неравенством
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(12.1.19) найдем

_

*=о^ '^К

<8^ VSr' x'I1+Ae'я|2+4-*2'я|4exp(e|я|2)Г* (12Л5>

Аналогично погрешность v(%) знаменателя резольвенты
(определителя Фредгольма) оценивается величиной

4

*W<ei£l=iTmfe<8> д/^|Я|ехр(в|Я|2/2). (12.3.6)

Формулы (12.3.5), (12.3.6) дают оценки искажения рядов

Фредгольма.
Если \%\ не очень велик, то по формуле (1.1.9) можно

оценить погрешность искажения резольвенты:

|6(Г(/, т; Я))|<81|Г(/, т; Я)|.

Если справа заменить Г на Гл, то это приводит к

появлению справа слагаемого 0(e\h2s). Пренебрегая им, получаем

|б(Г(/, т; Я))|<е1|Гл(/, т; Х)\; . (12.3.7>

преимущество нового неравенства состоит в том, что его

правая часть известна.

Погрешность искажения решения интегрального уравнения
(12.1.1) имеет оценку

eilM$J |Гл(/, т; k)\-\f(%)\dx. (12.3.8>

3°. Оценим погрешность округления. Обозначим через
KH(ty т) ядро, полученное вместо Kh(tyx) в результате
искажения. Очевидно, что

Kh(t, т) =ЕгДьГ5(г/А-/),
где

Искаженная система (12.1.16) имеет вид

где %-(А/*)Е/=^.8ГЧ-
Оценки коэффициентов bf] и yk получены в предшествующем
параграфе.

Исключив у* из (12.3.11), получим рекуррентную систему

для bf]:
ЪГ ~ А 1£2 [к-хЬГХ) - 6(/«/T°] «p. (12.3.13)^
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Погрешность округления величины b/fe) обозначим через ft/**
и положим 6fe = max| б/*'|. Вычислив выражение в квадратных

-скобках в (12.3.13), мы получим величину, отличающуюся от

этого выражения на 0(е\). Теперь по формуле (1.1.9) найдем,
что с точностью до величины порядка О (ef)

i w I < h z?4i r*_,*r* - адл i «..
Отсюда вытекает оценка погрешности округления величины Ь^;

1*Н<8»< <»» + » +'Р
в1(1+4-)тах|5П П2.3.14)

§ 4. ПРИБЛИЖЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ

С ЗАДАННЫМ ЗНАМЕНАТЕЛЕМ

Г. Пусть Г(£, т; X) — резольвента Фредгольма некоторого
-ядра K(t,x), которое может быть скалярным или матричным,
и пусть Dq(X)—произвольная аналитическая функция от X,
регулярная в окрестности точки А, = 0, причем Do(0)= 1.
Полагая Di.lt. т; Х) = D0(X)T(ttx; X), получаем представление
резольвенты в виде частного двух степенных рядов

Г(/, т; X) = DQ(t, т; X)/D0(X) (12.4.1)

с заданным знаменателем; эти ряды сходятся в некоторой
окрестности точки X = 0.

Можно отметить очевидные случаи. Если D0(X)= 1, то

формула (12.4.1) дает разложение резольвенты в ряд по

итерированным ядрам. Если Do(X) есть определитель Фредгольма
для ядра K(t< т), то получается данное Фредгольмом
представление резольвенты в виде частного двух целых функций. Если
D0(X) есть произведение определителя Фредгольма на eg{X\ где

g{X)— произвольная целая функция, то получается другое
представление резольвенты Фредгольма в виде частного целых

функций, использованное в работах Пуанкаре (см., например,
[43]).

2°. Пусть
A)W = 5Xo(-l)*Y*^. Yo=L (12.4.2)

'Положим

А>(/, т; Я)=Е~-о(-1)*МЛ т)Л\ П 2.4.3)

"Используя интегральное уравнение резольвенты

Г(;,т; k) = K(t, т)-Я,$*Г(/, Г; X)K{t\ x)dt\

найдем, что коэффициенты р*(<, т) вычисляются по обычной

формуле Фредгольма (12.1.7). Эти коэффициенты просто
выражаются через итерированные ядра и коэффициенты Yv, v ^ k.
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Действительно,

Pi С. t)-Yi*('. *)-\10К(*> >')*(Л т)Я'-

= Yi/Ci(/, t)~YoK2(/, т);

X /С (Л т) Л' = Y2#, (/. т) - Y|/C2 (U т) + Уо^з (Л т);
по индукции находим общую формулу

Ра С T) = Zto(-DvY^v/Cv+i(^ т). (12.4.4)
3°. Пусть дано уравнение Фредгольма (12.1.1). Примем, что

значение К — не характеристическое, ядро и свободный член —

функции достаточно гладкие. Допустим еще, что нам известны

первые, в порядке возрастания модулей, ц характеристических
чисел ядра /С(/, т), а также порядки этих чисел как полюсов

резольвенты. Самые характеристические числа обозначим

через Хи %2> •-.» A,|i, а их кратности как полюсов резольвенты
—

через р\у р2, ..., /V Наконец, допустим, что \Х\ < |Xn+i|. В

качестве Do(k) возьмем полином

DoW= ГО-о (1 - Щу)\ (12.4.5)
Этот полином можно записать в в^де (12.4.2); при этом будет
Yv = 0, v>vo = Pi + P2+ ... + /V Соответствующий ряд
D0(ttx'tX) сходится в круге |%,| < |^+i |, и решение уравнения
(12.1.1) допускает представление

~/(<) +wZL^llof-'^-v $>,+.('. x)f(x)dx.

(12.4.в>
Менять порядок суммирования в формуле (12.4.6) нельзя—

это привело бы к представлению решения в виде ряда

х (t) = f (0 + Я, £^ *■" \ Кк+, (/, т) / (т) dx,

который при произвольной /(/) сходится только, если |А,|<С
<1М-

4°. Выберем произвольное натуральное число N и положим

=Ho+^ELA"Zv^(-i)"vv^vS>v+1a,T)/(T)rft.
(12.4.7)

Функцию xN(t) можно рассматривать как приближенное
решение уравнения (12.1.1), потому что xN(t)-+x(t)y если N-+oo.

В конечной сумме (12.4.7) изменим порядок суммирования.
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Введя обозначения

/о(0 = / (0, fv+i (0 = Jo *v+i Л *)/МЛ. (I2-4-8)

пэлучим

^(0= fo(0 + ^jryZtoX7v+I(OEbv(-l)ftY^ft,
или, так как Yfe = 0 при k > v0, то

** (0=/о (0 + -щщ Sto х7*+. w Ей1"-* v°! (- i)ft ykik=

•+ Ev=w-v0+i ^7v+i (0 Z*=ov (—1)* Yft^fe] = Ev=oVo+1 a,7v (0 +

+ ^TEv^-vo+2A7v(0 Et7+I (-1)4**. (12.4.9)

Первая сумма в (12.4.9) получается, если к уравнению
/(12.1.1) применить метод простой итерации; вторая сумма

—

шоправка, обеспечивающая сходимость при |A,|<|A,n+i|.
В частности, пусть vo = 1 — это возможно, если существует

только одно наименьшее по модулю характеристическое число

уравнения (12.1.1) и это число есть простой полюс резольвенты
Фредгольма. Тогда

xAt) = Zto^Ut) + 1^w:fN+l(ty, (12.4.10)

,при этом xN(t)-—*-x(t), если |А|<|А,2| и Хф^.

Допуская, что | X | < | Х^+{ | — е, в > 0, легко получить оценку

l*(Q-**(QKC(e)[|3l ^le|f+I> (12.4.11)

Пусть характеристические числа Х1Д2, •
••> Хц+ь а с ними

и коэффициенты Yv> 1 ^ v ^ vo, известны только приближенно.
Это приведет к искажению приближенного решения. Пусть
Yv и xn (/) суть искажения коэффициентов Xv и приближенного
решения xN (t) соответственно и пусть | yv — Yv I ^ 6, 1 ^ v ^ vo.

Нетрудно получить оценку

\xN(t)-XN(t)\<C(Nt *)6\lQ\f(t)\dt. (12.4.12)

5°. В условиях настоящего параграфа, когда знаменатель

резольвенты задан заранее, резольвентный метод упрощается:
как видно из формулы (12.4.10), достаточно вычислить

итерации fv(0-
Введем в рассмотрение одномерную исходную функцию

<b(t), описанную в § 1, п. 2° данной главы. Определим ядро

Kh{t,x) формулой (12.1.11). Положим еще

fh (0 = £Г«+Л / (/А) & (//А - У). (12.4.13)
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Тогда, если K(t, т) и f(t) обладают некоторой достаточной
гладкостью, то

\K(t,x)-Kk{U*)\ = 0{h?% \f(t)-fh(t)\=0(h*). (12.4.14)
Если xh(t)-~ решение интегрального уравнения

xh (0 - Я ^ *Л (/, т) хн (т) dr = fh (t), (*)
то |*Л(/)—*(/) | = 0(А2*). Будем строить приближенное
решение уравнения (•) по формуле (12.4.9), причем будем
считать, что Хи %2> ..., А,Ц суть характеристические числа данного

ядра K(ttx). Нетрудно убедиться, что это приведет к

погрешности коэффициентов порядка 0(h2s). Соответствующая
погрешность решения оценивается по формуле (12.4.12). Дело
сводится к вычислению итераций fv(t). Допустим, что

справедлива формула
fi-i (0 = ZVS-s ft

v_1
& (t/h -1). (12.4.15)

Тогда
/v (0 = h J%X ,__. bhhft '"'б (t/h - -h)wlh =

= IT-+-s ft v«(t/h-I). (12.4.16)
Здесь

fr'-ftZK^^w» (12.4Л7)
л t&/,/2 определяется формулой (12.1.13). Таким образом,
итерации fv(t) определяются рекуррентно по формулам (12.4.15),
(12.4.16).

6°. В качестве примера рассмотрим интегральное уравнение,
к которому по методу потенциалов сводится решение
внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа на плоскости:

ff(<)=^rLC0S(/-r'v)g(T)^L=~^rt)^- <12-4-18)

Область, ограниченную контуром L, считаем односвязной.
Если L g C(s+1), то ядро уравнения (12.4.18) принадлежит
классу С(5); примем, что ф(д:) принадлежит тому же классу.
Известно (см., например, [56]), что наименьшее по модулю

характеристическое число ядра уравнения (12.4.18) равно —1,
и это есть простой полюс резольвенты. Все остальные

характеристические числа по модулю больше единицы.
Чтобы приближенно решить уравнение (12.4.18), можно

положить D0(k)= 1 + I. В этом случае v0 = l; у\= — 1; y*=0>
k > 0; при |i|<|^2| можно вычислить приближенное решение
по формуле (12.4.10). В частности, при X = 1 получаем
приближенное решение в виде

^(0 = Zv-o/v(0 + -rfAr+i(0. чЫ0
= --5гФ(0. О2-4-19)

Итерации /v(0 можно вычислить приближенно по способу п. 5°.

Формула (12.4.19) была ранее получена Канторовичем из

других соображений (см. [65]).
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Раздел IV

НЕЛИНЕЙНЫЕ

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Глава 13

ОБЩИЕ ВОПРОСЫ

§ 1. О ПОГРЕШНОСТИ АППРОКСИМАЦИИ МЕТОДА РИТЦА

В пп. 1—4° настоящего параграфа мы коротко изложим

постановку задачи о минимуме функционала и метод Ритца для

ее решения; подробно эти вопросы изложены в [90, глава IX].
В п. 5° будет рассмотрена погрешность аппроксимации про*
цесса Ритца.

1°. Пусть В — рефлексивное банахово пространство и F—

функционал, определенный на линейном множестве D(F)>
плотном в В. Ограничимся случаем, когда функционал F

непрерывно дифференцируем на любой конечномерной
гиперплоскости, лежащей в D(F). Мы называем конечномерной
гиперплоскостью в банаховом пространстве В совокупность
элементов вида

x0 + Zk-\akxk9 (13.1.1)

где п—фиксированное натуральное число, называемое

размерностью гиперплоскости; ак> 1 ^ k ^ п> — произвольные числа;
xki O^k^rty— фиксированные элементы, лежащие в В.

Говоря, что F обладает той или иной гладкостью на

гиперплоскости (13.1.1), мы понимаем под этим, что такой гладкостью

обладает функция переменных аь а2, ..., ап, равная F(x0-\-
+ ахх\ + а2х2 + ... + апхп).

Если функционал F имеет локальный минимум в точке

**g=D(F),to
(gradF)(*J = 0. (13.1.2)

Ниже будем обозначать gradF = P; очевидно, что Р действует
из В в В*.

Функционал F называется выпуклым, если

Vjc, y&D(F), 0<а<1, F({l-a)x + ay)<(l-a)F(x) + aF(y)i

(13.1.3)
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он называется существенно (или строго) выпуклым, если в

соотношении (13.1.3) знак равенства имеет место только при
х = у. Функционал F называется возрастающим, если F (*)->•
->-+оо тогда и только тогда, когда ||аг||—>- оо. Тот же

функционал называется полунепрерывным снизу (сверху), если

lim F (x)^F (х0) (соответственно lim F (x)^F (лг0)); он назы-

вается слабо полунепрерывным снизу (сверху), если упомянутое
соотношение выполняется каждый раз, когда х-^х0\ символ -*•

означает слабую сходимость.

Теорема 13.1.1. Если функционал F возрастающий,
существенно выпуклый и слабо полунепрерывный снизу, то он

ограничен снизу и его нижняя грань достигается в единственной

точке, к которой слабо сходится любая минимизирующая
последовательность.

Эта теорема доказана в [36].
2°. В данном пункте излагаются результаты статьи [8].
Пусть линейный оператор А действует из рефлексивного

банахова пространства В в сопряженное пространство В*;
сопряженный оператор также действует из В в В*. Будем говорить,
что оператор А: 1) симметричен, если D(A)czD(A*) и Ax = A*xt
x&D(A)\ 2) самосопряжен, если он симметричен и D(A) =
= D(A*)\ 3) положителен, если он симметричен и (Ахух)>0
при х ф 0; 4) положительно определен, если он симметричен

и (Ах, х)^ у2\\х\\2, где у2— положительная постоянная. Если
А — положительный (в частности, положительно определенный)
оператор, то с ним можно связать энергетическое пространство
ВА так же, как и в случае, когда пространство В само

гильбертово [84]. Именно за Вл принимается гильбертово
пространство, полученное замыканием множества D(A) в норме,

порожденной скалярным произведением [х> у] А = [х, у] —
= (Лл;, у)\ здесь {Ах, у) есть значение функционала Ах^В* на

элементе у^В. Норму в ВА будем обозначать через | • |, так^

что |л:| = л/[ху х].
Если А — положительно определенный оператор, то ВА

ограниченно вкладывается в В; для положительного, но не

положительно определенного оператора это утверждение неверно.

3°. Пусть оператор Р = grad F имеет производную Гато р'и
со следующими свойствами: а) эта производная существует

при любом u^D(P); б) d(p'u)=> D(P); в) оператор Р« —
положительно определенный при любом иеЬ(Р), так что

Vxe=D(Pu), (Pax, х)>у2\\х\\\ (13.1.4)

причем величина у не зависит от и. Доказывается, что в этих

условиях функционал F ограничен снизу, и любая

минимизирующая последовательность сходится в метрике В к пределу,
который не зависит от минимизирующей последовательности.
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Этот предел будем рассматривать как обобщенное решение
задачи о минимуме функционала F.

Представляет интерес случай, когда Ри удовлетворяет не

только неравенству (13.1.4), но и более сильному неравенству

Vxe=D(P'u)t (Р>, х)>а?(Р'иху х), а = const, (13.1.5)

где «о — некоторый фиксированный элемент из D(P).
Обозначим через 50 энергетическое пространство оператора Рщ и через
[ > 1о> I * 1о ~~ скалярное произведение и норму в В0. Можно
доказать, что в этом случае обобщенное решение принадлежит В0.

4°. Коротко опишем метод Ритца для задачи о минимуме

функционала F. Напомним, что МКЭ является частным

случаем метода Ритца. Зададим последовательность конечных

последовательностей координатных элементов

{ф/il. Ф«2. ••> Ф/i.vb Л=1> 2> •••'. N = N(t)9 (13.1.6)

подчиненных условиям: а) ф„* е D(F){] В0; б) при данном п

элементы q>nk линейно независимы; в) последовательность

(13.1.6) полна в S0. Обозначим через Вп подпространство
пространства В0 с базисом {q>nk}> Л = 1, 2, ..., N, и будем искать

минимум F на Вп. Решение х{"] этой новой задачи —

приближенное решение данной задачи по Ритцу — существует и

единственно, если F удовлетворяет условиям пп. 2, 3°; это

приближенное решение имеет вид

A:ie, = Z*-ia(*"W. (13.1.7)

а?*—числовые коэффициенты, определяемые из системы

(нелинейной) Ритца

-^rF(Z^i^W) = 0, 1</<ЛГ. (13.1.8)

Будем рассматривать только те решения системы (13.1.8),
которые доставляют величине F (£2Li fllTW*) абсолютный

минимум (эта оговорка не нужна, если функционал F
существенно выпуклый — в этом случае система (13.1.8) имеет

единственное решение).
Если последовательность пространств Вп расширяющаяся, то

[90] последовательность {х™} приближенных решений по

Ритцу — минимизирующая для функционала Z7, если последний
функционал возрастающий и полунепрерывный сверху.
Нетрудно показать, что это утверждение верно и тогда, когда

подпространства Вп не обязательно расширяющиеся (так
будет, например, в случае МКЭ), но их последовательность полна

в S0. В [90, § 70] доказывается (без предположения, что

пространства Вп расширяющиеся), что из любой

последовательности приближенных решений по Ритцу можно выделить мини-
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визирующую подпоследовательность. Допустим, что

последовательность всех приближенных по Ритцу решений не

минимизирующая. Тогда существуют такое число ео > 0 и такая

подпоследовательность (xin/)} приближенных по Ритцу решений, что

F (л^Л/)) ^ d + е0, d = inl F (х). Но из этой

подпоследовательности можно выделить минимизирующую
подпоследовательность, что невозможно. Полученное противоречие доказывает
наше утверждение. Из этого утверждения вытекает, что о

сходимости метода Ритца можно повторить все сказанное в п. 3°
о сходимости минимизирующей последовательности.

5°. Для некоторого класса функционалов можно получить
оценку погрешности аппроксимации процесса Ритца. Допустим,
что производная Р'и оператора Р = grad F удовлетворяет

кроме неравенств (13.1.4), (13.1.5) еще и неравенству

Vx<~D(P'u)y (Р'иху х)^$2(Р'их, я), p=const>0. (13.1.9)

Воспользуемся неравенством [90, § 65]

F (*. + у) - F (*.) - \\ т-1 dx ^ (P'^+txy-cy, ч) dt.

Применив неравенство (13.1.9) и положив х* + у = ху получим

F(x)-F(xJ^^\[r-ldx\lo(Pu (т(*-*.), т(*-*.))Л)-
= 2-1р2|х-*Х (13.1.10)

Пусть у{п) — элемент подпространства Впу на котором
достигается наилучшее приближение элемента л;*:

»sflft

Положив в (13.1.10) х = у{п\ находим

F(y{n))-F(x^^2-l^x^y{n)\) = 2-x^l(xX (13.1.11)

Если х{? — приближенное решение по Ритцу, то Fix^)^.
^F(y{n))\ по неравенствам (13.1.5), (13.1.9) получаем

2-V|*.-^E<F(^)-F(xJ<
<F(y{n))-F(x,)^2-]№l(x,),

что дает следующую оценку погрешности аппроксимации:

U.-^lo<(P/«)^W. (13.1.12)

Если пространство В функциональное, то оценка порядка
величины 1гя(а:#) как функции от п довольно часто зависит от
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гладкости решения х*. По этому поводу см., например, [74, 186].
Для МКЭ оценка величины &п{х) в зависимости от гладкости

решения исследована в работах [96, 182, 125, 199, 134].

§ 2. ПОГРЕШНОСТЬ ИСКАЖЕНИЯ И УСТОЙЧИВОСТЬ

СВОБОДНОГО ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА

Г. Пусть даны две последовательности банаховых

пространств Х„ и У„, п=1, 2, ..., и пусть при любом п

оператор (вообще говоря, нелинейный) Ап действует из Хп в Yn,
определен на всем пространстве Хп (это требование можно

ослабить), удовлетворяет равенству Л„(0) = 0, имеет обратный
оператор An \ который, в свою очередь, определен на всем

пространстве У„, и удовлетворяет следующему условию Липшица:
если ||ух ||, ||*/2II< t, то

\АпХ(Ух)-АпХ(у2)\<СпШУх-У21 (13.2.1)

где Cn(t) не зависит от у{ и г/2.

Здесь и ниже, там, где это не может вызвать

недоразумений, мы не ставим обозначения пространства при знаке нормы.
Рассмотрим свободный вычислительный процесс, состоящий

в решении последовательности независимых уравнений

Л„ (*<">) = Р, /1 = 0, 1, 2, .... (13.2.2)

и соответствующий искаженный процесс

Ап (г<">) + Гп (*<»>) = /<*> + 6<Ч (13.2.3)

Допустим, что искажения Тп и 6(rt) зависят от параметра б > 0

так, что

||6(п)11<6, (13.2.4)

и существуют числовые функции ф/г(/, б) и 1|)/г(/, б) от

положительных числовых переменных t и б со следующими
свойствами: \lmq>n(t, й) = Нптфя(Л 6) = 0; если *, х',х"^Хп и

нормы этих элементов не превосходят t, то

1|ГЛ*)11<ФЖ б), (13.2.5)

|| Г. (*') - Г. (хГ) II < фя (/, б) || х? - х" ||. (13.2.6)

Уравнение (13.2.3) равносильно следующему:

г™ = Ап1 (-Гя (z{n)) + fn) + 6in)). (13.2.7)
Зафиксируем п и обозначим \\f{n)\\=Tn. Докажем, что оператор
в правой части уравнения (13.2.7) есть оператор сжатия в шаре

Sn = {** е Хп : || г<»> || < 2ТпСп (Тя)}9

если только 6 достаточно мало. Имеем

|| -Г, (*<»> + /<"> + № ||) < Ф„ (2ТпСп (Тя), б) + Тп + 6,
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что не превосходит 2Тп при достаточно малом б. Теперь по

неравенству (13.2.1)

1 An1 (-Г„ (*<">) + Г + 6<">) | < 2ТпСп (Тп),

и оператор (13.2.7) отображает шар Sn в себя. Далее, если

£<"><= S„, то \№п)\\^2ТпС„(Тп), и по неравенствам (13.2.1),
(13.2.6)

1 а;1 (-г. (*(п)) + Г + ew) - а? (-г„ (Г) + Г + б<*>) | <
< С„ (2Г„С„ (Г,)) || Г„ (*»>) - Г„ f £«>) || <

<С„ (2Г„С„ (Тя)) Ц>„ (С, (Г„), б) || *<»> - £<"> ||,

если б мало, то множитель при норме ||г(п) — £(п,|| меньше

единицы, и наше утверждение доказано. В силу принципа сжатых

отображений уравнение (13.2.3) имеет в шаре S„ ровно одно

решение. Если 2^п> — это решение, то

IIг?- х?|| = | Л."1 (-Гя(*:>) + Г + 6<»>) - tf (П||<

<Ся(Г^|Гл(а?))-вм|<СЛГя)[фя(2ГяС11(7,11), Л)+ 6]. (13.2.8)

Формула (13.2.8) дает оценку погрешности искажения для

процесса (13.2.2) в довольно общих условиях; при
фиксированном п эта оценка стремится к нулю вместе с б. Представляет
интерес случай, когда указанное стремление происходит

равномерно относительно я. Этим мы займемся в следующем

пункте.
2°. В [90] дано определение устойчивости свободного

нелинейного вычислительного процесса и получена теорема о до*

статочных условиях устойчивости процесса Ритца для некото-

рого класса нелинейных уравнений. Несколько более общее

определение устойчивости дал Т. С. Таккер [201]. Б. Дж. Омо-

деи в своей диссертации [189] доказал некоторые теоремы об

устойчивости по Таккеру и применил их для исследования

устойчивости МКЭ.
Здесь мы дадим другое определение устойчивости

нелинейного процесса, естественным образом обобщающее
определения главы 3 (см. также статью [106]).

Допустим, что в некотором шаре IU(n)||^? уравнение
(13.2.2) однозначно разрешимо при любом п. Относительно
искаженного процесса (13.2.3) допустим, что справедливы

неравенства (13.2.4), (13.2.5), причем функции фп и ф„ не

зависят от п\ таким образом, если л\ х\ *"еХ„ и нормы этих

элементов не превосходят числа /, то

!!ГЛ(*)||<ф(/;б), (13.2.9)

1|Гп(*')-ГЛ*'')11<г|>(', 6)11*,-*"И, (13.2.10)

Нтф(/, 6) = Нтг|)(/, 6) = 0. (13.2.11)
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Назовем процесс (13.2.2) устойчивым относительно искажения

в последовательности пар пространств (Хп, Yn), если для

любого е > 0 существует такое б > О, что при выполнении

неравенств (13.2.4), (13.2.9) —(13.2.11) уравнение (13.2 3)
однозначно разрешимо в некоторой окрестности точки х^\ причем

радиус этой окрестности не зависит от я, и справедливо
неравенство

\С-*Т\<*. 13.2.12)

Теорема 13.2.1. Пусть ||/(я>1К Т = const, 4„(0) = 0, оператор
An1 определен в tuape \\f{n)\\^T и удовлетворяет в этом шаре
неравенству Липшица

I^I(/!)-^1(/2)I<C||f1-f2|| (13.2.13)

с постоянной С, не зависящей от п. Пусть еще искажения б(/г)
и Тп удовлетворяют неравенствам (13.2.4), (13.2.9)— (13.2.11).
Тогда процесс (13.2.2) устойчив в последовательности (Хп, Yn).

Для доказательства достаточно заметить, что в условиях

теоремы 13.2.1 радиус шара 5«, в котором разрешимо
искаженное уравнение (13.2.3), не зависит от п и что правая часть

формулы (13.2.8) также не зависит от л и стремится к нулю вместе

с б.
Замечание 13.2.1. Условие ||f(n)||^r можно отбросить,

если оператор An1 определен на всем пространстве Yn и

удовлетворяет условию Липшица (13.2.13), в котором С не

зависит от п.

§ 3. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОЦЕССОВ РИТЦА И МКЭ

Г. В [90, § 76] доказано, что классический процесс Ритца
для задачи F(x)=min устойчив, если: 1) оператор Р имеет

производную Гато Ри, удовлетворяющую неравенствам (13.1.4),
(13.1.5); 2) координатная система сильно минимальна в

энергетическом пространстве оператора PUo, Доказательство
проведено в предположении, что искажение Гп удовлетворяет
требованиям, несколько более ограничительным, чем требования
(13.2.9), (13.2.10). Легко, однако, провести доказательство,

предполагая выполненными только эти последние требования.
Мы не будем останавливаться на этом подробнее; ниже будет
доказана более общая теорема, аналогичная теореме 3.3.3 для

линейных задач.

2°. Пусть функционал F, определенный в банаховом

пространстве В, обладает следующими свойствами: оператор Р =

=-• grad/7 имеет в любой точке и^В производную Гато Ри,

удовлетворяющую неравенствам (13.1.4), (13.1.5); Р(0) = 0.
Поставим задачу о минимуме функционала F(x) — (ftx)9 где

f — заданный элемент сопряженного пространства В*. Пусть
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координатная система имеет вид (13.1.6). Составим матрицу
чисел [фЛ/, Ф„*]/. *-i. где квадратные скобки означают

скалярное произведение в энергетическом пространстве В0 оператора

Риь (формула (13.1.5)); эту матрицу обозначим через Мп. Пусть
Х{п] — наименьшее собственное число матрицы Мп и пусть

у(п)—положительная функция натурального числа п,

удовлетворяющая неравенству

Цп)>Су2(п), С = const, (13.3.1)

Введем ЛЛмерные гильбертовы пространства Хп, Yn с нормами

W<=RN, \\b\\jN = V(n)\\b\\RN, \\b\\YN =^-. (13.3.2)

Примем, что координатная система удовлетворяет обычным

условиям: 1) элементы <pnl, фп2, ..., <рпы образуют базис

натянутого на них подпространства В0П) пространства В0; 2)
последовательность полна в Во- Добавим к этому еще одно

условие, более ограничительное, чем в линейном случае:
3) упк^ D(P). Как всегда в методе Ритца, будем искать

приближенное решение задачи о минимуме как элемент

пространства B0n):

Условие З) позволяет записать уравнения Ритца в форме
Бубнова — Галеркина:

(р(ЕГ=.ЧпЧДф«,) = (/.Ф„/). KKN. (13.3.3)

Обозначим а<"> = «>, <>, .... а£>), /<"> - ((f, <pnl), (/, Ф^), ...

..., (f,q>nN))- Положим еще

Рп (^ = (/><"> (й<»>), РР (а<">), .... PW (а<п))).
Тогда систему Ритца можно записать в виде

P„(a(n)) = f; (13.3.4)

будем при этом рассматривать а(/г> и /(/г> как элементы

пространств XN и YN соответственно.

Составление оператора Рп и вектора Цп) сопряжено с

погрешностями вычислений. Пусть в результате вычислений мы

вместо Рп и /(/г> получили искаженные объекты Рп + Тп и

fin) _j_ g(/i)e Тогда вместо системы (13.3.4) мы на самом деле

получим и будем решать систему

(/>„ + r„)(c(n)) = /!"', + 6(") (13.3.5)
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3° Теорема 13.3.1. В условиях п. 2° данного параграфа
процесс (13.3.3) устойчив в последовательности пар пространств

Прежде всего покажем, что нормы ||a(rt)IL ограничены не-

зависимо от п. Так как

Р (xw) = Р (О _ Р (0) - \У^п)хТ dt,

то уравнениям Ритца можно придать вид

\[((р',хмх{:\ х{:у Фп/) dt=(f, ф„,)( 1 < / < n.

Умножая это на а}"1 и суммируя, находим

Слева заменим подынтегральную функцию по неравенству

(13.1.4) меньшей величиной а2 {Рщх^\ .v'n)), а справа заменим

(f,x[n)) большей величиной ||/||-|Uin)|

|-|о—норма в Во. По неравенству (13.1.4) |*i")|<Y~IUl")lo>
поэтому

kn)lo<H/ll/°V (13.3.6)
Далее,

W?l={Mj«\a^>W\a%>
>СуЧп)\\а*%ы = С\\аЫ\^,

и мы приходим к нужной оценке

Vn)\-XN<C-^\xTi<\\f\^Hc. (13.3.7)

4°. Дальнейшее опирается на результаты статьи [176],
которые мы здесь опишем с небольшими изменениями. В этой
статье рассматриваются операторы, действующие в

гильбертовом пространстве, но рассуждения и результаты этой работы
без труда обобщаются на операторы, действующие из

рефлексивного банахова пространства В в сопряженное пространство
В*. Пусть Р — оператор, вообще говоря, нелинейный,
определенный на линейном .множестве D(P)> плотном в В, и

действующий из В в В*. Пусть Р(0) = 0. Предположим, что

производная Гато Ри определена при любом u^D(P) и

D(Pu) ^> D(P). Допустим далее, что эта производная удовлетво-

230



ряет неравенствам (13.1.4), (13.1.5). Оператор Р совпадает на

D(P) с градиентом функционала

F(x)=\l(P(tx), х)Л9
Jo

поэтому решение (если оно существует) уравнения

Р* —/, f<=B\ (13.3.8)

реализует абсолютный минимум функционала

Of(x) = F(x)-{f,x). (13.3.9)

Задача о минимуме функционала (13.3.9) имеет одно и только

одно решение (вообще говоря, обобщенное) при любом [еВ*;
это решение принадлежит энергетическому пространству Во

(см. § 1 данной главы). Расширим функционал F на все

множество обобщенных решений задачи о минимуме функционала
(13.3.9), полученных при всевозможных /еВ*: если х — такое

решение и оно соответствует элементу feJ3*, то положим

F(x)= inf ф (*) + (/,*).
х е= D{P)

'

После такого расширения задача о минимуме функционала
(13.3.9) имеет при любом feB* одно и только одно решение,
и на этом решении gradOf существует и равен нулю. Решение

задачи о минимуме функционала (13.3.9) обозначим через

р-чп-
Различным / соответствуют различные решения. Допустим

противное, и пусть л;* = Р-1(/1) = P-[(f2). Тогда при любом

I €= В0 будет
(gracU(Dfl) (I) = (gradx,<Dfl) (I) = 0.

Отсюда (f\ — /2, s) = 0; так как ^o плотно вкладывается в В,
то /i = /2, и наше утверждени? доказано. Из него следует, что

существует оператор Р: =(р-1)-1 и P(x)=f. При этом, если

x&D(P), то P(x)=f\ это значит, что Р есть расширение

оператора Р.

Докажем, что Р-{ удовлетворяет условию Липшица

\p-lfi-P-{f2\0<a~Yl\\h-f2\l (13.3.10)

где ос и у
— постоянные неравенств (13.1.4), (13.1.5).

Обозначим P~{fk — xk,k= l, 2. Рассмотрим величину

(f\ — /2, *i
~ *2> = Ф (хх) — Р (*2). х{

— х2).

Для любого оператора Р, дифференцируемого по Гато, известно

соотношение (см., например, [90, с. 302])

Р(х) -Р(У)=\ P'y+tix-y)(x-y)dt.
Ja
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Отсюда

(fi — f2. X\ —x2)=\ (Р'ъ+t (*■-*,) (л:, — r^ r, — x?) Л
Jo

и далее, по формуле (13.1.5)

I *1 — *2 |о = (Ко (Х\ — Х2), Х\
— Х2) <

<сГ2\ (P'Xi+t(xi-x,)(xi — x2), x\ — x2)dt =

= и-2 (fx — /2, x,
- x2) < a"21| fx — /2 ||B, • || xi - x2 ||B;

В силу формулы (13.1.4) ||*i — JC2llj3 < Y""11 ^i ""^lo» из ДВУХ

последних неравенств вытекает условие Липшица (13.3.10).
Рассмотрим теперь уравнение

Р(г) + Г(г) = /, (13.3.11)

в котором Г удовлетворяет условию

|| Г (гх) - Г (г2) || < к | zx - z21, % = const. (13.3.12)

Доказывается, что при и <; а2у уравнение (13.3.11) имеет одно

и только одно решение. Если х* и г*— решения уравнений
(13.3.8), (13.3.11) соответственно, то |г# — хJ0 *0.

5°. Вернемся к теореме 13.3.1. Воспользуемся результатами,
изложенными в п. 4°. С этой целью отождествим Р с РПу Г —
с Г„, Я —с XN. Тогда следует отождествить В* с YN и В0 — с RN.
Далее, отождествим х с а<л\ / — с /<п> и z — t с<п). Оценим
значения величин у, а, и- Прежде всего

Имее i

здесь

Далее,

4 (p (*<«>+/у"") Ф„,) L0=(4p (*<">+/f/(n)) Lo. *.,) -

Умножая это на ^ и суммируя, получаем

(К,а^п\ 6(">)% = (Р>(">, </">)• (13.3.13)

По неравенству (13.1.5)

(О)^. П%>«2 (^ У(П)) = «УП)?. (13.3.14)
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Воспользуемся теперь неравенством (13.1.7):

К^.П, >ОфМ(1, (13.3.15)

Неравенство (13.3.14) является аналогом неравенства (13.1.4);
отсюда видно, что в утверждениях п. 4° можно применительно

к нашему случаю заменить у иаал/С\ можно отметить, что

последние величины не зависят от п. Далее, по формулам
(13.3.13), (13.3.14)

>«Шп\ у{п)) = *(Рп.оЬ(п\ bin)), (13.3.16)

мы приняли здесь uo = 0, что, очевидно, не уменьшает
общности. Неравенство (13.1.16) есть аналог неравенства (13.1.5)
с той же постоянной а.

Из результатов п. 4° теперь следует, что операторы Рп а{П)

удовлетворяют условию Липшица с постоянной С, которая не

зависит от п и /<">.
Рассмотрим теперь уравнение Ритца (13.3.4), искаженное

уравнение Ритца (13.3.5) и вспомогательное уравнение

Png{n) = fn) + 6in\ (13.3.17)

Так как Рп1 удовлетворяет условию Липшица с постоянной С,
то

№-<Р%м<Ф<»[,кТхО. (13.3.18)

Далее, Тп удовлетворяет условию Липшица (13.3.12), в котором
следует положить и = г|)(/, б). Как было доказано в п. 3®,
нормы ||a(/l)|l- ограничены, поэтому можно считать число t

фиксированным; в силу сказанного в конце п. 4° ||с(/1) —
— g{n)\\- ^0; Вместе с неравенством (13.3.18) это дает

|| с^-а^ \\ъ || 7^0; (13.3.19)

последнее соотношение означает, что вычислительный процесс

(13.3.3) устойчив в последовательности (XNt Yn).
Замечание 13.3.1. Если координатные функции образуют

систему, сильно минимальную в энергетической норме
оператора Ро> то можно принять у(п)=1. Отсюда следует, что в

рассматриваемом случае процесс (13.3.3) устойчив в

последовательности (Rn,Rn)-
6°. Теорема 13.3.2. Если координатная система почти орто-

нормирована в BQ, то процесс вычисления приближенного
решения по Ритцу в условиях настоящего параграфа устойчив
в последовательности (Яол)э Rn)>
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Доказательство очень просто. Если г{П) — искаженное при-
ближенное решение по Ритцу, то

I гГ - х? £ = (Мп (с™ - а<">), ew - а<% < Л01 в« - а<"> f%,
где Ло—верхняя граница собственных чисел матрицы Мп.
Почти ортонормированная система сильно минимальна,

поэтому процесс вычисления коэффициентов Ритца устойчив в

(Rn,Rn)j и при достаточно малом б будет \\с(п) — а(п)||^е. Но

тогда |e(Jl) —^n)|0^VAoe, и теорема доказана.

7°. Обратимся к МКЭ. Для определенности остановимся на

варианте этого метода, развитом в [182]. В этом случае
система координатных функций не сильно минимальна в

энергетической норме. В частности, в случае первой краевой задачи,
а также в случае кубической области и более произвольных

краевых условий наименьшее собственное число матрицы МКЭ
имеет порядок 0(ftm), где h — шаг сетки и т — размерность
евклидова пространства задачи.

Справедлива теорема, которая является частным случаем

теоремы 13.3.1.

Теорема 13.3.3. Пусть достаточно гладкий- функционал F(x)
о . .

определен на функциях пространства В = Wp (Q), где Q —

ограниченная область в' Rm. Пусть операторы Р = grad F и Р'

определены на множестве, плотном в В, причем Ри
удовлетворяет неравенствам (13.1.4), (13.1.5). Пусть h = l/(2n) — шаг

сетки и N = N(n)—число координатных функций, входящих
в выражение приближенного решения. Вычислительный процесс
МКЭ устойчив в последовательности пар N-мерных
гильбертовых пространств (XNt ?N) с нормами

Vaes/fo; ||а(|^
= hmf2\\a||%, М^-Л^а^.

Аналогичная теорема верна и для задачи с естественными

краевыми условиями, если Q — куб в Rm,

§ 4. ПОГРЕШНОСТИ ИСКАЖЕНИЯ И ОКРУГЛЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНОГО РЕКУРРЕНТНОГО ПРОЦЕССА

1°. Рассмотрим нелинейный рекуррентный процесс

Ап(х(0\Л .... х[п)) = ?п), « = 0, 1, 2 (13.4.1)

где xW^Xk, [(n) е У«, а XN, Yu — банаховы пространства.
Искаженный процесс запишем в виде

Ап (г(0). г(1> *<">) + Г„ (Л Л'.... 2(п)) =Г + 6<">,

п = 0, 1, 2, ... (13.4.2)

Ппимем следующие допущения: 1) если элементы х(0), *(1\ ...
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..., x(n_1> фиксированы и их нормы не превосходят некоторого
числа ?, то я-е уравнение (13.4.1) имеет не более одного
решения в шаре Ил;*'0!!^ ?; 2) существует такое число f = const, что

если И/^Н^ Г при любом п, то бесконечная система (13.4.1)
разрешима и ||х(я>||^ t.

Нетрудно построить свободный вычислительный процесс,
эквивалентный рекуррентному процессу J 13.4.1). Построим две

новые последовательности пространств Хп и ?П9 п = 0, 1, 2, ...

Элементами пространства Хп являются конечные

последовательности xin) = (#(0), х({\ ..., х^п))\ норму в Хп определим
формулой

\\x^\L =max||x<*>|L (13.4.3)

(допустимы и другие определения нормы); аналогично

определяются и пространства ?п. Определим еще оператор Ап,

действующий из Хп в Yny по формуле

Ап (*■»>) = {Ak (*«», .... хЩяк_£ (13.4.4)

аналогично определим оператор Гп. Уравнения (13.4.1) и

(13.4.2) соответственно равносильны уравнениям свободного
вычислительного процесса, точного и искаженного:

Vrc>0f Jn(x{n)) = f{n\ (13.4.5)

У/п > 0, Ап (zin)) + Tn {z{n)) = f{n) + 6{n\ (13.4.6)

Мы дадим здесь определение устойчивости рекуррентного
вычислительного процесса, отличное от аналогичного

определения для линейного процесса, данного в главе 3. Рекуррентный
процесс (13.4.1) назовем устойчивым по отношению к

погрешностям искажения, если устойчив соответствующий свободный
процесс (13.4.5).

2°. Условия устойчивости рекуррентного процесса теперь

получаются из результатов § 2 данной главы. Эти условия

таковы: 1) Ля(0) = 0; 2) оператор Ап~1 определенв шаре ||f(rt)IK T

и удовлетворяет условию Липшица

II»'m - а:1 (т\\<с\\пп)- pt

с постоянной, не зависящей от п\ 3) ||б(я)||^б; 4) если х, х\
х" е Хп и нормы этих элементов не превосходят /, то

II Гя (х) || < Ф (/, б), || Гп (*') - Тп (*") || < г|> (/, б) || хГ - х" ||.

Переформулируем условия 1)—4) в терминах операторов
Ап и Тп- Условие 1) означает, что

Vn>0, Л„(0, 0, ..., 0) = 0. (13.4.7)

Далее, Ап1 есть оператор, определяющий решение конечной

системы Ак ОЛ х(Х\ ..., х(к)) -= fk\ k — 0, 1, ..., п.
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Это решение имеет вид

*«-д4(ЛГ П. л—о. I..... п.

Отсюда следует, что Л^"1 = {В0, Вь ..., Вп}> и условие 2)
принимает вид

Vn>o, ЦвДгГХ,.... /in))-
-Bn(f?,$\ .... /П1кСтах|Г-^||. (13.4.8)

Условие 3) означает, что

!|б(/г)||<б. (13.4.9)

Наконец, условия 4) сводятся к следующим:

||ГЯ(*,0\*(|>, ..., *<*>)||<ф(ла); (13.4.10а)

|| Гя (х?\ X(D, ..., х<п)) _ Гп (x(o,f дШ .
_ 4«)) | <

<ф(/. б) max |Ы*' - 4*1 (13.4.106)
0 < k < *

" - "'

На основании теоремы 13.2.1 можно утверждать, что

нелинейный рекуррентный процесс (13.4.1) устойчив в смысле

определения настоящего параграфа, если ||/(/г,||^ Т = const и

выполнены условия (13.4.7) —(13.4.10).
Если процесс (13.4.1) устойчив, то при малых б

погрешность искажения ограничена независимо от п.

3°. Отметим случай, когда погрешность округления
рекуррентного процесса также остается ограниченной. Обозначим
Ап + Тп = An, f{n) + б(/г) = /(/г), и пусть точное решение
искаженной системы (13 4.2) имеет вид

V* > 0, z{n) = Bn U°\ zn\ ..., z{n~ l\ fn)). (13.4.11)

Допустим, что операторы Вп удовлетворяют условию Липшица

| Вп W0), z\{\ ..., z\-\ П - Вп (г?, гУ\ ..., *?-'>, П || <
<<7 max |г(*> —4*1. ? = const<l. (13.4.12)

0 < k < п
" "

Пусть vi0\ v(l)t ..., v{n~l) — точно известные элементы и

z(n> есть точное значение выражения Bn(v^\ v{]), ..., v^n~l\
f(n)). Допустим, что в результате погрешностей вычисления мы

вместо 2(n) получим элемент v(n) = zn) -f- a(n); будем считать,

что относительная погрешность округления ограничена числом

е > 0, так что ||а(/г>||^ e||t;(rt)||. По неравенству (13.4.12) имеем

V>z>0, ||t><*> — &"Ц < q max || v'» - #*>Ц + e|| v{n)\\.

Допуская, что \\zw\\ ^ С = const, получаем из последнего

неравенства

L—II^-^IK^ max tk + Cet ?' = ?/( 1-е). (13.4.13)
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Пусть max £* = £/, 0</<п — 1. Неравенство (13.4.13) дает

при п = 1 неравенство £/^<7'£; + Се, или, если q'<\, £; <
^СгЦХ — q'). Отсюда следует искомая оценка погрешности

округления

Ея<Св/(1-?'). (13.4.14)

§ 5. МЕТОД НЬЮТОНА-КАНТОРОВИЧА

1°. В настоящем параграфе мы исследуем погрешности
искажения и округления двух методов Ньютона —Канторовича:
модифицированного и основного. Эти методы приводят к

рекуррентным процессам более специального вида, нежели

рассмотренные в § 4. Устойчивость таких процессов можно исследовать

проще и в более общих предложениях С рассмотрения
процессов такого рода мы и начнем.

Пусть дан рекуррентный процесс вида

Ajn) + Qn(xin-l)) = r, (13.5.1)

где Ап — линейные, a Qn — нелинейные операторы. Для
простоты допустим, что все эти операторы действуют в одном и

том же банаховом пространстве X. Искаженный процесс
запишем в виде

Апг{п) + Г1пг™ + Qn (zin~l)) + Г2„ (г1"-") =Г+ 6<"> (13.5.2)

Примем следующие допушения: 1) операторы Л,7 равномерно

ограничены, так что || А„~{ \\^а = const; 2) при любом п

оператор AnlQn есть оператор сжатия

\\AnlQtl(x)- AnlQn(y) I < q \\x-y\\y <7 = const< 1; (13.5.3)

3) справедливо неравенство

l|6(/i<6, (13.5.4)

где б — достаточно малая постоянная; 4) если || х ||, || хг ||, || х" || ^ /,
то (£-=1,2)

Ma^I^qK/.e); (13.5.5)

\A-XVknW)- Ап-х?кп(х")\^Ц> 6)|U'-a:"||. (13.5.6)

Функции ф и ф такие же, как в предшествующих параграфах.
Имеем

хп'=А-пТ)-А-п>аЛх(п-1))>
гы_Л-!Г+л-,б(„, _ A-iQn ЦП-ХУ) _ Л-,Г1П (г(п)) _

-лг,г„(^,>).
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Отсюда

z<«> _ ж(»)=л-.б(«) _ [/4-.Qrt (г<»-1)) _ A-iQn (x(»-i))] _

-Лп-1Г1п(г,'г-1))-^1Г2п(2,п-,>).
Как и в предшествующих параграфах, доказывается, что если

нормы \\х(п)\\ ограничены в совокупности, ||*(n)|l^ ty то

уравнение (13.5.2) имеет в шаре ||z||^2f одно и только одно решение.
Оценим разность z<"> — xin\ где *(*> и z<rt) — решения уравнений
(13.5.1) и (13.5.2) соответственно. Имеем

|| z<*> - гы || < ^ II z(*~l) - *(/1_1> II + аб + 2Ф (2/> s)>

или, обозначая | z{n) — х{п) \\ = £Л> ab + 2ф(2/, 6) = g,

tn<:qin-\ + g.

Ясно, что £д ^ хп> гДе хп
~~

решение системы т0 = £0, хп =

= qxn_{-\- g, я=1, 2, Это решение есть

xn
= q% + g(l-qn)(l-4r[<Q%+g(l--Qrl

и, следовательно,

l|zW-x<n)||<^ll2(0)-^°MI + (l -9)"1И + 2ф(а| б)]. (13.5.7)

Неравенство (13.5.7) дает оценку погрешности искажения

для процесса (13.5.1); из этого же неравенства вытекает и

устойчивость упомянутого процесса при условиях (13.5.3) —

(13.5.6).
Замечание 13.5.1. В статьях [49—51] рассмотрен

частный случай процесса (13.5.1), который получается применением
классического метода Ритца к уравнению Ах + Qx = f, где

А — самосопряженный положительно определенный оператор
в сепарабельном гильбертовом пространстве //, a Q —
нелинейный непрерывный потенциальный оператор, имеющий
положительно определенный дифференциал Фреше. Предполагается,
что Q определен на всем пространстве Н и Q(0) = 0. Наконец,

f ^ H. Принимается, что рассматриваемое уравнение имеет

одно и только одно решение.
В качестве координатных выбираются собственные элементы

оператора В, сходного с А [90]. Доказываются следующие

утверждения. Невязка приближенного по Ритцу решения
стремится к нулю; в метрике Н погрешность аппроксимации имеет

оценку (cort+! есть (n-f-l)-e собственное число оператора В)

1 х. - хТ |!й - О (| 6<"> |/о>„+1), 6<"> = Axf + Q (*«">) - /,

а в энергетической норме оператора А — оценку

k-*ri-odew,l/V5^).
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Доказана устойчивость процесса в том же предположении,
что координатные элементы суть собственные элементы

оператора, сходного с Л.
2°. Переходим к ошибкам округления. Обозначим Ап +

+ Г\п = Ап, Qn + Г2л = Qn — оба эти оператора известны точно,

и оператор А71 существует. Допустим, что оператор AnlQn
есть оператор сжатия в некотором шаре, содержащем гп, с

коэффициентом сжатия qy не зависящим от п. Уравнению
(13 5.2) можно придать вид

г{п) = ая(г{п'1)) + Ь{п\

an=-A;lQ„y b{n) = Anl{fn) + 6{n)l (13.5.8)

Уравнение (13.5.8) разрешимо итерациями, которые можно

записать так:

y{m) = an{yim-{)) + b{n\ m = 0, 1, 2, .... (13.5.9)

где t/(m) есть m-e к решению z{n). Допустим, что, вычисляя

правую часть формулы (13.5.9), мы совершаем ошибку округления,
относительная величина которой не превосходит числа е > 0.

Пусть, далее, известное нам округленное значение (т—1)-го
приближения у(т-{у> есть v{m"l). Тогда в результате вычислений
мы вместо элемента у{т) получим некоторый элемент v{m),
удовлетворяющий соотношению

v(m) = an{v{m"l)) + bin) + a{m). (13.5.10)

Вычитая отсюда равенство (13.5.9), получаем

v(m\ _ у(т) = ап (0<m-I)) _ fl/| (y(m-D) + Ct<m>

ут := || Vim) _ у(т) || ^qym_{ + 8Ym + 8 || &*-» ||.

Допустим, что нормы \\Ь{п)\\ ограничены в совокупности:
11&(Я)Н^ С. Тогда нормы \\у{т)\\ также ограничены; пусть

||#(т)11^ С0. В этом случае

Ут < qym-i/(l - е) + Сов/(1 - е). (13.5.11)
Обозначим q/(l — е)=г, С0е/(1 — г) = К так что ут ^

^ rvm-i + Я,. Заметим, что у(0)=у(0); так как у<°>— начальное

значение — не вычисляется, а задается, то 70
= 0. Теперь из

(13.5.11) следует
1 — гт Спи

Ym^-T^ri^V- (13.5.12)

Если е столь мало, что г< 1, то оценка (13.5.12) дает далее

V» <(!-#;-)» (13.Б.13)

ошибка округления ограничена независимо от т и п и

равномерно стремится по этим индексам к нулю, если е-^0. Если е
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не очень мало, так что г> 1, то оценка (13 5.12) стремится к
бесконечности вместе с га.

3°. Модифицированный метод Ньютона — Канторовича
применяется к решению нелинейных задач вида Р(х) = 0.
Достаточно полное описание этого метода, условия и скорость его

сходимости даны в [64]; здесь мы отметим только, что самый

метод состоит в применении рекуррентного процесса

хы = хь-"-А-1Р(х{п-1))9 A = P'xi0h (13.5.14)
х(0)— начальное приближение к искомому решению. Нам будет
удобнее записать этот процесс в виде

AxW + Q(x(n-") = 0, Q = A-P. (13.5.15)

Заметим, что оператор А не задан, а вычисляется, естественно,

с некоторой погрешностью.
Проверим выполнение условий п. Г. Условие (Л^Ц^со! st

вытекает из того, что Ап = А = Р\0) не зависит от п и что

ограниченность оператора [/^(о)]"1 принадлежит к числу условий
сходимости модифицированного метода Ньютона —

Канторовича. Условие (13.5.3) будет выполнено, если Р имеет

непрерывную первую производную; в теореме о сходимости метода

требуется существование второй производной. Мы
предполагаем также, что выполнены условия (13.5.4) — (13.5.6),
характеризующие искажение процесса. По доказанному в пп. 1—2°

вычислительный процесс модифицированного метода

Ньютона— Канторовича устойчив; если уравнения этого процесса

решать итерациями с достаточно малыми относительными

погрешностями, то погрешность округления остается

ограниченной.
4°. В [64] доказано следующее утверждение. Пусть х{0) —

начальное приближение, а х<!), *(2), ..., xin\ ...

—

приближения, построенные по основному методу Ньютона —

Канторовича. Если в точке *(0) выполнены условия сходимости

модифицированного метода, то они выполнены в точках х(1), лс<2), ...

..., *(/г), ... Отсюда нетрудно установить, что для

вычислительного процесса, связанного с основным методом Ньютона —

Канторовича, верны заключения, сделанные в конце п. 3° для

модифицированного метода.

Глава 14

НЕКОТОРЫЕ ОДНОСТОРОННИЕ
ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ

В обширной литературе по задачам, связанным с

вариационными неравенствами, видное место занимают так

называемые односторонние вариационные задачи. Их обычная поста*
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новка такова: на рефлексивном банаховом пространстве В

заданы полунепрерывный снизу возрастающий функционал J(x)
и непустое замкнутое выпуклое множество М. Ставится задача:
найти такой элемент лг*еМ, чтобы

V*e=Af, / (*,)</(*).

Условие х^М называется односторонним ограничением, а

М — множеством ограничений.
В [76] доказано, что такая задача имеет решение; оно

единственно, если функционал / — существенно выпуклый. В [55]
рассмотрен ряд задач физики и механики, которые приводятся
к вариационным неравенствам и, в частности, к односторонним
вариационным задачам. В книге [38] излагается ряд методов

приближенного решения таких задач и даны приложения этих

методов к большому числу более конкретных задач. Для
многих приближенных методов даны доказательства сходимости.

Однако, по мнению авторов этой книги, получение оценок

погрешности приближенных методов — задача более деликатная.

В настоящей главе будут изложены результаты работ
автора [99—103] по оценке погрешностей аппроксимации и

искажения для односторонних вариационных задач; в основном

речь пойдет о некотором классе таких задач, подробное
описание которых дано ниже, в § 1. Будут изложены также (в § 4),
но без доказательств, некоторые результаты работ [46] и

[136]. В § 7 данной главы будет дан обзор некоторых работ
последних лет по оценкам погрешности аппроксимации для

вариационных неравенств; этот обзор написан В. Б. Тюхтиным.

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ЕЕ ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ

1°. Пусть требуется решить задачу о минимуме функционала

F{x)-2lx (14.1.1)

при одностороннем ограничении

III* - gIII<ct, a = const. (14.1.2)

Здесь F — квадратичная форма, определенная и

положительная на некотором линейном множестве. Прежде чем переходить
к описанию остальных данных задачи, отметим, что на

упомянутом множестве можно построить энергетическое
пространство Н со скалярным произведением [u,v] = F(u,v) и нормой
\u\ = ^F(u); через F(u,v) обозначена билинейная форма,
соответствующая квадратичной форме F(u). Примем, что / —

линейный функционал, ограниченный в энергетической норме, и

что ||! • ||| — полунорма, определенная (но не обязательно

конечная) на всем пространстве Н
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Введем еще гильбертово пространство #, по отношению к

которому Я является подпространством (может быть,

несобственным). Скалярное произведение и норму в Я будем
обозначать теми же символами, что и в Я. Будем считать, что g—
заданный элемент пространства Я и что полунорма ||| • |||
определена (хотя, разумеется, она необязательно всюду конечна)
на всех элементах этого пространства. Необходимо

потребовать, чтобы множество (14.1.2) не было пустым—для этого

необходимо и достаточно, чтобы |||g|||<oo и чтобы расстояние

p(g, Я), вычисленное в метрике ||| • |||, не превосходило числа а.

2°. Последний вопрос рассмотрим подробнее. Вычислим

величину х = p(g, Я). Если х > а, то, как только что было

отмечено, множество
M = {x€=H:\\\x-g\^a} (14.1.3)

пусто, и задача (14.1.1), (14.1.2) не имеет решения. Пусть
х < а, тогда существует такой элемент х' е Я, что \\\х' — g\\ <а,
и множество М не пусто. Положим g

— *'= ft, x — х' = у,
тогда множество ограничений (14.1.2) определяется
соотношением || / — /i|||<ct, в котором |||А|||<а.

Пусть теперь х = а. Может случиться, что inf |||* —g||| не
jcs H

дост. г *ется, тогда Ух ^ Я, \\\х — g 1!| > а, и множество М

пусто. Если же инфимум достигается, то множество М не

пусто, и задача (14.1.1), (14.1.2) имеет решение (см. ниже,
п. 3°). Однако это решение неустойчиво относительно малых

изменений числа а. Действительно, пусть а заменено на

а' < а, тогда х > а', новое множеством' = {х^Я : |||х — g;i|^
^а'} пусто и возмущенная задача не имеет решения.

Ниже, рассматривая множество вида (14.1.3), мы всегда

будем считать, что р := |||g ||| < а.
3°. По теореме Ф. Риса существует единственный элемент

ХоеЯ, удовлетворяющий тождеству УлсеЯ, lx=[xf x0]; этот

элемент, решающий задачу о минимуме функционала (14.1.1)
при отсутствии ограничений, будем считать известным.

Задача (14.1.1), (14.1.2) равносильна следующей:

|x-x0| = min, |||*-*|11<а. (14.1.4)
Множество М ограничений, определяемое неравенством

(14.1.2) (или (14.1.3)),— выпуклое; будем считать полунорму

||| • HI такой, что это множество замкнуто в метрике Я. В силу
результатов, изложенных в [76, глава 1], задача (14.1.4) имеет

одно и только одно решение, которое мы обозначим через х*.
Если ||| х0 — g ||| < а, то очевидно, что х* = х0; если же |||х0 —
*— gill ^ а> то х* решает задачу

I*, — *0| = min, III*, —gill = ct. (14.1.5)

Докажем это. Рассмотрим прямолинейный отрезок Л,

соединяющий точки jco и х#: Л=феЯ: х = Ju„ +(1 —-к)х0; 0^
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^ А, ^ 1}. Установим на Л направление от х* к х0 и в

соответствии с этим назовем х* левым, а хо—правым концом отрезка
Л. Левый конец отрезка Л принадлежит множеству М,
правый — множеству Н\М. Введем на Л расстояние,
порожденное нормой | • |, и разделим этот отрезок пополам. Один из

двух отрезков деления таков, что его левый конец

принадлежит Му а правый — Н\М. Этот отрезок разделим пополам,
и т. д. В результате получим последовательность вложенных

отрезков с длинами, стремящимися к нулю; эти отрезки
таковы, что их левые концы принадлежат Af, а правые—Н\М.
Отрезки этой последовательности имеют ровно одну общую
точку; обозначим ее через у. Она — предельная для множества

М\ так как М замкнуто, toj/gM и, следовательно, |||# —gll|^
<^а. Одновременно точка у— предельная для Н\М: если

{уп}— последовательность правых концов рассматриваемых
вложенных отрезков, то | у — уп | *0. На одномерном отрезке

П->оо

полунорма |1| • ||| непрерывна, поэтому ||| у — уп \\\ -> 0, но|||# —
— уп\1\>а и потому |||g — //|||><х. Окончательно \Ag — y\\\ = a.

Докажем теперь, что х* = у. Допустим противное. Тогда на

отрезке Л точка у—промежуточная между х* и х0, поэтому

I *о — УI ^ I хо — хJ = min | xQ — x |, что невозможно. Отсюда
х е М

следует, что х« = у> '^}х*— g'|| = a, и наше утверждение
доказано.

Множество {х^ Н :\\\х — g\\\=a) назовем границей
множества М и обозначим через дМ. Можно, таким образом, считать,
что при ||| лг0

— g" III > а элемент х* решает задачу

\х0 — x| = min, х^дМ. (14.1.6)

Ниже всюду принимается, что ||| х0 — g ||| > а.

4°. Задачу (14.1.6) будем решать приближенно, сводя ее

к конечномерной задаче. Выберем натуральное число п и N-

мерное (N = N(n)) подпространство Нп пространства Н.

Потребуем, чтобы на элементах подпространств Нп полунорма

||| • ||| была конечной. Поставим одностороннюю вариационную

задачу

|x0-.*(*)| = min, *<*> е= #„ П Af • (14.1.7)

Эту задачу можно несколько упростить. Пусть x$n
—

ортогональная проекция элемента х0 на НПу тогда

1*0-^>р==1*0„-*<">|ч-к-<,|2.

Второе слагаемое справа
— постоянное, поэтому задача (14.1.7)

равносильна следующей:

\x0n-x^\ = mmy #п>шНя(\М. (14.1.8)
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Преимуществом этой новой формы нашей задачи является то,

что как данный элемент Хоп, так и искомый элемент лг(п>

принадлежат одному и тому же подпространству Нп.

Пересечение подпространства Нп и замкнутого выпуклого
множества М есть замкнутое выпуклое множество. Потребуем
еще, чтобы оно было непустым; тогда задача (14.1.8) будет
иметь одно и только одно решение, которое будем
рассматривать как приближенное решение задачи "(14.1.6). Допустим,
что последовательность подпространств Нп, соответствующих
всевозможным натуральным п, полна в Я. Тогда, если х0^М9
то при п достаточно большом будет х0п ф М и по доказанному
в п. 3° х{п) е= дМ.

*

5°. Известны многие способы решения задач типа (14.1.8),
а также более общих задач, дающие приближенные решения
тех или иных вариационных неравенств. Мы здесь ограничимся
ссылкой на книгу [38, глава II]. Укажем еще один прием,
который может оказаться небесполезным [99].

Пусть фя1, ф„2, ..., ф^ —базис в Нп. Допустим, что

существует такая монотонная функция со : R? ->Rt9 что (о (||| х{п) —

-gill), где

есть достаточно гладкая функция коэффициентов а*. Положим

(п) Vп (п)

обозначим через а{п) вектор (а\п\ а[п\ ..., а{^)у через Мп —

матрицу чисел [фиА, фЛ/], /, &= 1, 2, ..., N. Положим еще c{fn)
—

= Кп-Ф/„]. /-». 2, .... N, и Ф„(*«)-со(i\x^-g\l). По

способу множителей Лагранжа задача (14.1.8) сводится к

системе уравнений относительно коэффициентов a(fl)-

^(М^\&)-2к&£р--2ф. KKN,

или, короче,

Мпа^ - A grad Фп №») = с<">. (14.1.9)

Будем рассматривать X как независимую переменную и af^
как функции от X. Дифференцируя (14.1.9) по %, получим
систему обыкновенных дифференциальных уравнений

(Mn-Wn)^-gradOn(<**) = 09 (14.1.10)

которую надо решать при начальном условии

а^\к_о==Мп'с{п\ (14.1.11)
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в уравнении (14.1.10) Ч?„ означает матрицу вторых
производных функции Фп.

Задачу (14.1.1), (14.1.2) будем решать каким-нибудь
разностным методом. Пусть h — шаг соответствующей сетки.

Положим Xk = zkkfi, k=\y 2, ... Определим вектор a{n)(k),

соответствующий некоторому k, и вычислим величину

I 2/-!а}л,(*)ф/я ~~ £||. При малых k она близка к |||и0 — ё\{
и, следовательно, больше, чем а. Процесс решения задачи

(14.1.10), (14.1.11) следует приостановить при том значении k,
положительном или отрицательном, при котором в пределах:
принятой точности будет выполняться равенство

1|ЕГ_,^п>(*)Ф/в-«г1 = а. (14.1.12)

Вычисление значений а<.л) упрощается, если полунорма ||| • |||
определяется равенством ||| и |||2 = Ь (и, и)> где b (и, и) —

неотрицательная квадратичная форма, которой соответствует
билинейная форма b(u,v), определенная на всем пространстве Н. Если
в этом случае положить со(/)=/2, то система (14.1.9) примет
вид

Шп - XFn) а{п) = cin' - Xfn)\ (14.1.13>

здесь Fn — матрица чисел 6(ф/я, ф*/г), /, 6 = 1, 2, ..., jV, a

f(n)—вектор с составляющими Дл) = 6 (g, ф£„). Матрица Мп —
положительно определенная и потому невырожденная; систему

(14.1.13) можно решить, обратив матрицу Mn — hFn по методу
Фаддеева ([139]; см. также [14]). Определив коэффициенты
aSf\ мы затем найдем К из уравнения Ь(х(п) — g, х(/г) — £} = а2.

§ 2. ПОГРЕШНОСТЬ АППРОКСИМАЦИИ

Г Пусть В —банахово пространство с нормой ||-||,
обладающее следующими свойствами:

1) В ограниченно вкладывается в /7; при этом

VxeB, М<||*||, ||| х ||| < ||х ||; (14.2.1>

2) элементы х0 и х* содержатся в В\
3) при любом п подпространство Нп cz В, а

последовательность {//„} полна в В.

Если величина |||х0||| конечна, что мы ниже всегда

предполагаем, то условиям 1), 2) можно удовлетворить, положив,

например,

11*|Г = иГ + |11*1|Г, 1<<7<°о. (14.2.2)
Условие 3) будет выполнено, если на элементах подпространств
Нп полунорма Ч!-1!1, конечна и последовательность этих

подпространств полна в той же полунорме. В качестве примера можно
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указать такой случай. Пусть Н ~Wik) (Q), где k — натуральное
число и Q — конечная область евклидова пространства,
удовлетворяющая условию конуса, и пусть для некоторых s ^ k
и р^1 справедливо неравенство |||

• |||<С|| • || (S>an> С = const.

В качестве Нп возьмем подпространства, натянутые на

координатные функции МКЭ (см. главу 9), которые получены
преобразованием независимых переменных из соответствующих

исходных функций; эти функции можно

выбрать так, чтобы последовательность

{Нп} была полной sW^iQ). Пусть еще

р таково, что W{p](Q) ограниченно вкла-

d дывается в W{2k) (Q). Тогда HnczB при
любом п и последовательность {Нп}
полна в В.

Ниже будем пользоваться равенством
* у ** (14.2.2) при (7= 1.

Рис j 2°. Лемма 14.2.1. Пусть М —

выпуклое и замкнутое в норме | • | непустое
множество. Далее, пусть х*— решение односторонней
вариационной задачи

1*о — #J = min, x0^H\M, x„<=M, (14.2.3)

а х — произвольный элемент множества М. Тогда

\xM-xf^df2-d\ (14.2.4)
где обозначено

d = \xQ-xX d' = |*o~*|. О4-2-5)

В пространстве Н проведем двумерную плоскость Р через
точки х0, х*, х. Гильбертова норма пространства Н индуцирует
«а Р евклидову метрику. Построим треугольник с вершинами
хо> **, х и обозначим через -ф угол при вершине х*. Докажем,
что ty ^ я/2- Допустим противное. Чеоез точку х0 проведем в

Р прямую, наклоненную к прямой хрх* под углом, меньшим,

чем я/2 — if, и пересекающую отрезок х*х\ пусть у
— точка

пересечения (рис. 1). В треугольнике с вершинами х0у х*, у угол

при вершине у тупой, поэтому \xQ — y\<d. Множество М

выпуклое, а х, х^^М. Отсюда следует, что у^М. Теперь
неравенство \х0 — y\<d означает, что х* не есть решение задачи

(14.2.3), вопреки предположению. Неравенство \f> ^ я/2
доказано. Далее, по теореме косинусов d'2 = | х% — х Р + d2 — 2d \ х% —
— л:|cos ij), но cosя|)<0, и d/2^|х^ — хf + d2. Лемма доказана.

3°. Лемма 14.2.2. Пусть выполнены условия 1) — 3) п. 1°

настоящего параграфа, а множество ограничений М определено
формулой (14.1.2), причем р =-- ||| g \\\ < а. Пусть х — некоторая
точка на дМ, так что ||| х — g III = а. Допустим, что существует

1
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точка х{п)^Нп, удовлетворяющая неравенству || х — х{п) || ^ упг
где ул < (« — р)/2, и || • || = | • | + ||| • |||. Тогда существует элемент

укп) сг М П ///г, такой, что || х — t^n) IKCxYn, где Сх может

зависеть от ху но не зависит от я.

Положим у<"> = шг(/г>, 0<а<1; очевидно, что у^п)^Нп.
Выясним, при каких а справедливо включение j/^eM. Имеем:

\\\y(m-g\\\<a\\\x«>-gu\ + (l-a)p,
III*"1 - «Mil < III*"*' ~ *Ш + 111* - STllK Yn + a.

Отсюда \\\y{n)-g\\\<a(yn + a) + (l -a) p. Если a(yn + a) +
4- (1 — a) |э = a, или

a = (a-p)/(a-p + Y„), (14.2.6)

то y</l) e M. При этом

II* - У{п)\\<II* - *(/г,И + (1 - a)||*<"4I< Y* + YJU(«4(/(a- p + уЛ
Далее, \\х^<\\х\\ + \\х-х™\\^\\х\\ + уп и потому

IU-^4l<Y»n+(ll*ll + Y»)/(a-p + Yi.)]. (Н.2.7).

Отсюда вытекает более простая оценка

II х - */<"> II < Схуа, Сх = 3/2 + || х ||/(а - р). (14.2.8)

Лемма доказана. Аналогично можно получить оценку

|*-^(л)|<С'*Л, |*-^|<C;Vjl. (Н.2.9)
где

Cx«3/2 + |*|/(a-p), С; = 3/2 +HIx|i|/(a-p). (И.2.1 )

Теорема 14.2.1. Если пространство В удовлетворяет
условиям 1) — 3) п. 1°, а Хо, х*, j£rt) имеют тот же смысл, что и

выше, то

J *.-4*1 = 0 (У*. (*.)). (14.2.11)

где еп(х) есть наилучшее приближение элемента хеВ

элементами подпространства Нп в норме || • ||.
Заметим, что по предположению последовательность {Нп}

полна в В, поэтому еп\х) ^0. В частности, еп(х) ^0.

Как было доказано в п. 4° § 1, х{?] е<Ш, если п достаточна

велико. По определению наилучшего приближения при любом

заданном е > 0 существует такой элемент х{п) е Яп, что

\\х — х("}||^(1 +е)еп(х0). По лемме 14.2.2 существует элемент

^е=Мя:=М()НП9 такой, что \хш - */<"> | < СА (*,), С. = (1 +
+ е)С^. По лемме 14.2.1 |х, - х{?|2<d\ - d\ dn = \x0 - д£я)|.
Но лг^л> есть решение задачи (14.1.7), поэтому dn^.dn =
= \хо-У{п)\ и
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Кроме того,

Отсюда

I х* - *Т I2 < [2d + СА (др.)] С,ея (*.). (14.2.12)

Теорема доказана.

§ 3. СЛУЧАИ, КОГДА ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ

УЛУЧШАЕТСЯ

Существуют случаи, когда оценка (14.2.11) может быть

существенно улучшена. В данном параграфе приведены два
таких случая, описанных в [100, 101].

1°. На рис. 1 заменим точку х на х[п). По теореме

косинусов

\x,-x^f^(\x0-x^\-df + 4d\x0-x^\sm2(QJ2);
через Qn здесь обозначен угол при вершине х0 в треугольнике

(х0, х^ х^у Величина \х0 — х[п)\—-*dy поэтому при п

достаточно большом | х0 — xW | <! 2d. Обозначим еще через х{п)

элемент подпространства НПУ на котором достигается равежгвэ

\хт — х^п)\ = еп{х^ Тогда

Отсюда 0 ^ | х0 — х{п) | — d ^ еп (х#) и, следовательно,

дело сводится к оценке угла G/г. Допустим, что многообразие
дМ достаточно гладкое, тогда

вектор xq — лг# направлен по

нормали к дМ. Приведем
доказательство этого простого
утверждения. Выберем на дМ

произвольную точку у и проведем через
точки Хо, х*, у двумерную
плоскость Q (рис. 2), которая
пересечет дМ по достаточно гладкой

кривой L. Введем в Q декарто-
ву систему координат (|ь£г); за

ось |i примем прямую,
проходящую через точки хо и х* и

направленную от Хо к х*; эту же

ось примем за ось полярных

координат, центр которых
поместим в хо. Уравнение касательной к кривой L в точке х* можно

написать в виде (\ — абсцисса переменной точки х)
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Пусть р = р(9) есть уравнение кривой L в полярных
координатах вблизи точки Хъ тогда d&n = d(p cos 6) = cos 9dp —
— psin9d9. Ho dp=0 в точке **, потому что в этой точке (>
достигает минимума; кроме того, в этой же точке sin 9 = 0.
Таким образом, dg*i =0, уравнение касательной к L в точке х*

есть |i = |*i и прямая х*х0 направлена по нормали к дМ.

Как было только что отмечено, в введенных нами полярных

координатах можно записать уравнение кривой L вблизи точки

х* в виде р
= р(0), где р(0) — достаточно гладкая функция от

0, причем p(0)=d, р'(0) = 0. Наложим на многообразие дМ

следующее требование Т: существуют такие положительные

числа ko, ки &, что '

A0<2"V(0)<*1> 6_,|р'"(0)К*. (Н.3.2>

Эти числа могут зависеть от #о, но не зависят от двумерного

сечения, проходящего через точки xq и **; второе соотношение

(14.3.2) должно выполняться при достаточно малых 9.

Обозначим р(9)—d = /(9). Разлагая р(9) по формуле
Тейлора, находим /(9)=£92 + р'"(т)93/6; fe = p"(0)/2. Отсюда
92 = l(Q)/k — р'"(т)03/6£ и, следовательно,

^/(e)-A|e|3<e^^-/(e) + |.|9|3.
Пусть |9|<|6o/2fe. Из последнего неравенства находим

-з|-/(е)<е2<^-/(8). (14.з.з>

По теореме косинусов

хш
- y\2 = d2 + р2(9) - 2dp(9)cos9 = /2(9) + 4d(d + 1(B)) sin2(9/2);.

отсюда и из неравенства (14.3.3) вытекает неравенство

Р,9<К-#1<р2е (14.3.4)«

с постоянными р! и (32, которые не зависят от выбора
описанного выше двумерного сечения.

Теорема 14.3.1. Пусть выполнено требование Т и

предположения 1)—3) п. Г § 2. Тогда

\х.-<п)\<Сеп{х*)> С = const. (14.3.5)'

Существует такой элемент х{п) е Нп, что | хт — х^п) | ^
^(1 +г)еп(х,). По лемме 14.2.2 найдется элемент у(п) е МП НП9
удовлетворяющий неравенству | х# — yin) | ^ Сьеп (хт).
Воспользуемся обозначениями рис. 3; все расстояния и углы

измеряются в метрике Я. По построению приближенного решения

Рп < Рп- Обозначим ln = pn — d и Vn = р'п — d, тогда 1п < /',.
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В силу неравенства (14.3.3)

или |8rt| < |9^|V3*i/^o- ТепеРь по неравенству (14.3.4)

К-4Л)|<РА<вАУВД

Таким образом, если выполнено требование Т и

предположения 1)—3) п. 1° § 2, то погрешность аппроксимации
приближенного решения есть

величина порядка 0(еп(х*)).
2°. В настоящем пункте мы

укажем некоторый простой класс

полунорм, удовлетворяющих
требованию Т. Именно пусть
||| х |||2 = b (x, x)y где Ъ (х, х)—

квадратичная форма, такая же,

как в конце § 1;
дополнительно предположим существование
такой постоянной с > О, что

Ь(х9 х)^с\х\\ V*€=tf. Для
упрощения выкладок будем
считать в данном пункте, что g = О,
Я = Н.

Произвольную двумерную
Рис 3. плоскость, проходящую через

*о и Л'*, можно построить так.

В пространстве Н возьмем точку у такую, что \х0 — y\ — d и

[хо — хт,Хо — у] = 0, и положим е{= (х* — x0)/dy в2= (у — x0)/d.
Двумерное множество, определяемое уравнением х — л:0 = |в1+
4- т]£2, в котором g и г\

—

произвольные вещественные числа,
-есть плоскость, проходящая через точки *0, **, у\ элементы

вида х — лго, соответствующие числам g = О и г\
= 0,

ортогональны, поэтому g и т) можно рассматривать как декартовы
координаты на нашей плоскости; началу координат соответствует
точка х0.

Введем полярные координаты по обычным формулам g =
= р cos 0, т| = р sin 0. Отметим полярные координаты точек

jc0, х*, уу именно #o:p
= 0; x*:p = d, 0=0; y:p = d, 8 = я/2

В полярных координатах х = xQ + pt>e/d, где vQ
= (x* —

— хо) cos 0 + (у — хо) sin 0.

Если <о(х, у)—билинейная форма, то

© (*) := © (л:, х) = d"V© faв) + 2d" !ро> (х0, vQ) + со (xQ).
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В частности, многообразие дМ определяется уравнением .

d~2Q2b (i>e) + 2d~lpb (*0, vQ) + b (х0) - а2 = 0. (14.3.6)

Нетрудно видеть, что b(v0) > 0. Действительно, если b(v0) = Qy
то ||| х0 — хJ|| = 0 и |||x0||| = |||jtj|| = a; это означает, что х0 есть

решение односторонней вариационной задачи, вопреки
предположению.

Итак, b(vo)~>0. Но тогда при достаточно малых 9 будет
b(ve)>0. Уравнение (14.3.6)—квадратное относительно р; иа

его корней один равен р(0), а другой больше, чем р(0).
Отсюда вытекают неравенства

- b (xQt vQ) = b (x0, x0
- xm) > 0, (14.3.7>

b(xo)-a2>0. (14.3.8>

Положив в (14.3.6) 8 = 0, p = d, получим

b (x0) — a2 = — [6 (i>0) + 26 (*0, t>0)] = b (x0 + xmt x0
— xJ,

и уравнение (14.3.6) можно записать в виде

d'Yb (we) - 2rf_1p6 (*о> - t>0) + 6 (*0 + xm, x0 - *,) = 0, (14.3.9)

а неравенство (14.3.8) —в виде

b(xQ + xm, хо-хт)>0. (14.3.10)

Вычислим теперь величину р"(0). Продифференцируем
(14.3.6) два раза по 9. Положив 9=0, получим

tr(0)~dbix-x!-xi + b^-'). (14.3.11>
О \Х„ Хо

—

Хт)

Докажем, что знаменатель последней дроби положителен. Пр»
0 = 0 уравнение (14.3.9) принимает вид

d~2p2b (х0 — хл) — 2d"lpb(*0> х0
— хт) +

+ Ь(х0 + х,у *о-*.) = 0, (14.3.12)
его корни суть

Ь{х?-х.) iH***o-*.)±

± [b2 (*0. х0
— хт) — Ь (х0 — хт) Ь (х0 + хт, х0

— xj\m) —

= b^-xj f6 (*0' X°
~ xJ ± Ь (**> Х°

~~ Х*Я- (14-ЗЛЗ>

Если в (14.3.13) выбрать знак минус, то получится меньший

корень уравнения (14.3.12) р = d\ отсюда следует, что Ь(х*>
хо— **)> 0

Из формулы (14.3.11) вытекает теперь, что p"(0)^d.
Далее, по сделанному выше предположению Ь(х0 — у)^с\хо —
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— УI2 = cd2, и мы приходим к оценке

в которой ko и k\ не зависят от выбора элемента у.
Докажем теперь, что при малых 9 третья производная

р'"(0) ограничена по модулю независимо от 0 и у. Меньший

корень уравнения (14.3.10) равен

■jj-f {b (х0, — vQ) — [b2 (xQy — vQ) — b (xQ + *., x0
— xj b (ye)]1/2}.

(14.3.15)

Как мы видели, 6(t>e)>0 при малых 0. Из формулы (14.3.15)
видно, что любая производная от р(0) будет ограничена, если

ограничено снизу подкоренное выражение. Выше было

установлено, что при 0 = 0 оно равно Ь2(х*,х0— х*)>0. Далее,
—

vQ = х0
—

хп
— 2 (*0 — xj sin2(0/2) + (х0 — у) sin 0 := х0

—

х. + г\;

заметим, что |г]|^д?(|0 | + 02/2), и потому при малых 0 будет

ji]|^p|0|, где р не зависит от 0 и от у. Подкоренное
выражение в (14.3.15) равно

Ь2 (х0, х0
— хт) + 26 (х0, ц) b (xQt x0

— х0) +

+ b2 (xQt r\) — [2b (xQ — xm, r\) + b (r\)] b (x0 + xm, x0
— xm) =

= b2(xQyx0-xm) + O(\Q\)f

1И при достаточно малых 0 оно ограничено снизу
положительным числом, которое не зависит от 0 и у.

Заметим еще, что требование Т выполнено, если для любого

элемента у линия L — прямая* или ее часть. В этом случае
p(0)=d/cos0 и можно положить ko = k\ = d/2 и, при |0|^
<- л/6, к = 7d/9.

3°. Рассмотрим еще один случай. Как и выше, возьмем

произвольную точку у^дМ, проведем в Н двумерную
плоскость Q через точки лг0, х*, у (см. рис. 2) и введем на этой

плоскости полярные координаты р и 0. Отметим, что

полукорма |1|-||| конечна на всех элементах плоскости Q; кроме того,
как было показано в § 2, tp ^ я/2. Пусть по-прежнему L =
= <Ш HQ, и уравнение р = р(0) есть уравнение кривой L.

Функция р(0) достигает минимума при 0 = 0, поэтому р(0)
возрастает при возрастании |0|. Из выпуклости кривой L
следует, что с возрастанием |0| угол \f> также возрастает.

Сделаем следующее допущение: существуют такие

положительные постоянные 0О> k и б < я/2, что при |9|^9о
справедливы неравенства |р'(9)|^& и 6 + н/2 ^ -ф; эти постоянные

могут зависеть от х0у но не от выбора двумерной плоскости Q,
проходящей через точки хо и *#.
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Неравенство г|э ^ б + я/2 означает, что х*
— коническая

точка множества дМ: вектор лг0 —л;* образует угол, не

меньший, чем 6 + я/2, с любой секущей множества дМ,
проходящей через точку *,.

Докажем, что при сформулированном здесь допущении

верна оценка (14.3.5) для погрешности аппроксимации
приближенного решения.

Пусть |в|^8о. Обозначим /(0) = р(Э)— d. Имеем

/(e) = p(8)-p(0)=^p'(9)rfe<fe|9|, (14.3.16)

поэтому, если х — точка с полярными координатами (р(0), 8), то

\х-х\2 = р2(8) + d2 - 2 dp (в) cos9 =

= /2(9) + 4dp(8)sin29/2<^82, с, = const. (14.3.17)

Обозначая k = \xm — х\, находим

Кроме того,

х=
р(9)sin|е|

> р<9)sin|е|
sin г|>

"*"" cos 6

и, следовательно,

P(B) + 4p(B)dsin'|->p,(g|y;,e. (14.3.19)

Докажем, что при достаточно малом 80 справедливо
неравенство

4p(8)rfsin24<ap2(8)-^, (14.3.20)

в котором а — постоянная, 0 < а < 1. Неравенство (14.3.20)

равносильно следующему: d < ар (0) cos2 (уJ/cos2 б, и доста-

9 /

точно, чтобы d < ар (8) cos2 -^-/cos2 6. Если взять 80 < 26, то по-

следнее неравенство будет выполнено при б = cos2 6/cos2-j-.
Теперь

,9/m^^/i \ Р2 (8) sin26 ^ 1Л ч ,о sin26

и окончательно

l(Q)>c3\Q\, ^3-rfVle~0ffsfe0- (14.3.21)

Пусть #л> — элемент пространства //„, на котором
достигается наилучшее приближение элемента х#, так что еп(х*) =
=11**— Jc(rt)||. По лемме 14.2.2 существует элемент у^^М{\Нп
такой, что ||jc»—у(я>||^ Се*(**)- Воспользуемся обозначениями

рис. 3, где на этот раз будем считать *(л> = у(я>; все углы и
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расстояния измеряются в метрике /7. По построению
приближенного решения р'п > рп. Пусть ln = pn

— d, l'n = p'n — cl> так

что tn<l'n. По формулам (14.3.17), (14.3.21), (14.4.16),
(14.3.18) получаем

и наше утверждение доказано.

§ 4. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ АППРОКСИМАЦИИ
ДЛЯ БОЛЕЕ ОБЩЕЙ ЗАДАЧИ

Г. В статье [136] исследована погрешность
аппроксимации для задачи, сформулированной в начале данной главы.

Напомним постановку этой задачи. В рефлексивном банаховом

пространстве В с нормой ||-|| заданы непустое выпуклое

замкнутое множество и выпуклый слабонепрерывный снизу
функционал /(*); если множество М неограничено, то

дополнительно требуется, чтобы J(x) >-4-оо. Задача состоит в на-

хождении элемента лг* е М, реализующего минимум
функционала J(x) на множестве М. Решение этой задачи существует;
оно единственно, если / — строго выпуклый функционал.

2°. Приближенное решение хп этой задачи будем строить
в существенном так же, как в § 2; выберем полную в В

последовательность конечномерных подпространств {Вп} и примем
за хп решение задачи о минимуме функционала ](х) на

множестве М[)Вп. Полнота последовательности {Вп} понимается

в [136] в следующем смысле. Пусть Рм(х)~функционал Мин-
ковского для множества М. Этот функционал определяется
следующим образом. Рассмотрим произвольное линейное
множество L и в нем произвольное выпуклое множество М. Точка

| е М принадлежит ядру множества М (терминология книги

[71]; в книге [5] g называется алгебраически внутренней
точкой множества М)у если для любого i]GL существует такое

число а > О, что при любом /, |*|<а, имеет место

соотношение (g + /т))е М. Функционал Минковского определяется фор-
мулой (см. [71, 5])

VxeL, Pn(x)=inth:-Z=heM\, (14.4.1)

здесь go—произвольно фиксированная точка ядра множества

М. Ниже будем считать, что go = 0 — это, очевидно, не

ограничивает общности.
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Положим теперь

Vxesfi, 8л(х)= inf [\\х- х™\\ + \Рм(х)- Р „(*"■>) I].

Будем считать, что на элементах подпространства Вп

функционал Минковского конечен. По определению, принятому в [136],
последовательность {Вп} полна в точке х^В, если lim ^Гп(дг)==
= 0. Очевидно, для такой полноты необходимо, чтобы

/>/*(*)< оо.

3°. Введем в рассмотрение функцию

g(a)= inf [Hy)-J(xJ)9
У&ма (14.4.3)

Ма = {уе=М,. \\y — xj= a}t

которую назовем минорантой функционала J на множестве М.

Оценка погрешности аппроксимации дается следующей
теоремой:

Теорема 14.4.1. Пусть выполнены следующие условия: а) на

элементах подпространств Вп функционал Минковского

конечен; б) в некоторой окрестности (в смысле нормы

пространства В) точного решения х* функционал J(x) конечен и

удовлетворяет условию Липшица; в) при малых значениях числа
а ^ 0 миноранта g(a) строго монотонна; г)
последовательность {Вп} полна в В в указанном выше смысле. Тогда имеет

место оценка погрешности аппроксимации

К-J^K*-1^» (*.))» 0 = Ртах(1,|*.|). (14.4.4)

£ — постоянная Липшица для функционала J в окрестности
точки я*.

Замечание 14.4.1. В [136] доказано, что /

удовлетворяет условию Липшица, если М имеет внутреннюю точку.
Замечание 14.4.2. При доказательстве теоремы 14.4.1

«играет важную роль лемма, которая является обобщением
леммы 14.2.2.

Лемка 14.4.1. Пусть х^М и ^я)еВп. Существует точка

yW e Вп П М9 такая, что

1и-у(/г)1К1и-^|| + |и||.|Ям(х)-Рм(^))|. (14.4.5)
Отметим важный частный случай, рассмотренный в [136].

Пусть В — гильбертово пространство и J(x) = \\x — х01|2, х0 ф. М;

принимаем, что М — произвольное непустое выпуклое
замкнутое множество в В. Тогда верно следующее утверждение.

Теорема 14.4.2. Если функционал Минковского множества М

конечен на элементах подпространств Вп и последовательность

{Вп} полна в точке х+ в упомянутом выше смысле, то

K-4"1=o(V*»(*3)- (14-4-6>
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4°. В данном пункте мы изложим, также без

доказательств, некоторые результаты работы [46]. В ней рассмотрена
задача п. 3° § 1 о минимуме расстояния от заданной точки

хо^Ну где Н— гильбертово пространство с нормой | • [, до

непустого замкнутого выпуклого множества М^Н. Пусть
Нп — подпространство Я, х^ и х{п) имеют тот же смысл, что

и во всем предшествующем. Обозначим

VxG=tf, En(x)= inf |jc-JcW|f (14.4.7)

пусть еще рп
—

ортопроектор из Н на Нп. Доказывается
следующая теорема.

Теорема 14.4,3. Пусть А1Я = М(]Нп и рпх*&Мп. Тогда верна

оценка

|х.
- X?|< Еп (*.) + [/» (*.) + Еп (х,)Еп (хй)Г- (М.4.8)

Заметим, что если Еп(х*) и Еп(хо) суть величины одного

порядка, то из (14.4.8) следует, что

К-*1«Ч = О (£„(*,)); (14.4.9)

к сожалению, условие рпх* е Мп трудно проверить

§ 5. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ

ОДНОСТОРОННЕЙ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Г. Будем рассматривать задачу о минимуме расстояния в

гильбертовом пространстве Н от фиксированной точки xq & Н

до непустого выпуклого замкнутого множества М е Н:

\х — x0| = min, х^М. (14.5.1)

Поставим вопрос [102] об устойчивости точного решения этой

задачи относительно малых изменений ее данных: элемента х0>

нормы | • | пространства Я, а также множества М. Этот вопрос,
который кажется нам интересным и сам по себе, поможет нам

потом (см. § 6) разобраться в погрешности искажения

приближенного решения задачи (14.5.1). Последнюю задачу будем
называть простейшей односторонней вариационной задачей.

2°. Пусть норма | • | и множество М остаются

невозмущенными, а элемент х0 заменен элементом г/о е Я, причем
l*j — #ol^S» через б здесь и ниже в данном параграфе обо*

значается малое положительное число. Решение возмущенной
таким образом задачи (14.5.1) обозначим через (/*. По

обычному предположению считаем, что xQ ф. М, поэтому при
достаточно малом б будет также уо&М, а тогда х*фх<>у у*фу0;
х„ у*<=дМ.
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Рассмотрим четырехугольник (рис. 4). Его четыре вершины
определяют трехмерное (в частном случае

— двумерное)
пространство £, которое является подпространством для Я. Из
доказательства леммы 14.2.1 вытекает, что углы

четырехугольника в вершинах х» и у*
—

тупые или прямые, поэтому, если

jVq

Рис. 4. Рис. 5.

через точки х* и у* провести в Е плоскости (прямые, если

пространство Е двумерное), нормальные к отрезку ***/*, то
названные точки будут лежать вне или на границе слоя,

ограниченного проведенными плоскостями. Отсюда следует, что

.|*.-^1<1*о-й>1<*. (14.5.2)
и решение простейшей односторонней вариационной задачи

устойчиво относительно малых возмущений элемента лг0.

3°. В пространстве Я заменим норму | • | другой
гильбертовой нормой | • |} так, чтобы

VxG=#, (1-в)М<|х|,<(1+*)М. (14.5.3)

Пространство Я, снабженное новой нормой, обозначим через
Нь а решение возмущенной задачи \х — xQ\{ = min, х е М,
—

через г„. Оценим величину \хл — zj. Через точки x0i xm9 z^

проведем в Я двумерную плоскость Р и введем на ней

евклидову метрику, порожденную невозмущенной нормой | • |.
В обозначениях рис. 5 имеем \х0 — z,\2 = d2 + \z, — хш\2—
— 2d|z# — xjcosi)). Очевидно, что г|)^я/2 —в противном

случае хш не была бы точкой минимума, поэтому

K-*J2<l*o-*J2-d2. (14.5.4)
Аналогично, если на плоскости Р ввести евклидову метрику,

индуцированную возмущенной нормой |-|,, и обозначить

|*о —zj| = dlf T0 получим

\x.-z.\2<\*o-xM-dl (14.5.5)
Если d{^d, то из (14.5.3), (14.5.4) следует

-*12<
I *o - гщ If
(1-6)2

d2 =
(1-б)2

-d2<
d2 (2 - 6)

0-6)2
S,

9 Зак. 789 257



или

К-^<^У2^Уб(1-АГ!; (14.6.6)

если же dx > dy то по неравенству (14.5.5)

\х,- гт\2{^(1 + б)2 d2 - d2^(l + б)2 d2 - d2 = (2 + 6) d26,

откуда

1*.-^<Ц^<^^-^ (Н.5.7)

Из неравенств (14.5.6), (14.5.7) следует, что

|*.-г.|<СбУв. С6 = йл/2ТЪ(1-6)-\ (14.5.8)

и, значит, решение простейшей задачи устойчиво относительно

малых возмущений нормы пространства Я.

4°. Допустим теперь, что элемент хо и норма пространства
Н остались невозмущенными, а множество М заменено близким
к нему множеством М\ которое мы также предполагаем
непустым, выпуклым и замкнутым в норме Я. Близость множеств

М и М' мы здесь определяем следующим требованием:
существует такое биективное преобразование S: ЛГ-^М, при
котором

VxgsM, U-S~4<6(|jk|+1). (14.5.9)

Отметим одно следствие из неравенства (14.5.9). Пусть
х' ^ М\ тогда Sx' gM ипо неравенству (14.5.9)

| х' — Sjc" | = | Sx' — S"! Sjc' I < б (I Sjc' I + 1).

Полагая в (14.5.9) x = Sx', получаем |Sx'| <(1 — 6)"1 (\x'\ + 1)
и, следовательно,

Vx'esAf', |x,-Sjc/|<6(1-6)-,(U,|+1). (14.5.10)

Наряду с задачей (14.5.1) рассмотрим возмущенную задачу

K-Xol-min, *'e=Af'; (14.5.11)

ее решение обозначим через х[. Пусть, как и выше, х0&М.
Докажем, что при достаточно малом б будет xQ ф. М'.

Действительно, если x0<^M't то Sx0^M и \Sx0 — x0\^d\ как

и выше, здесь d = \xt — x0\. С другой стороны, по неравенству

(14.5.10) \х0 — 5х0|<б(1 — б)"1 (|л:0| + 1), что противоречит

предшествующему неравенству, если б достаточно мало.

Обозначим d' — min \x' — *0| = |*1 — х0|. По неравенству

(14.5.9)

^ < Uo — 5~^J < | х0 — л:J + U. — S" ^J < d + (I a:J + 1) 6.
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Аналогично, так как х'<=М', то Sjc'eAf, и по неравенству

(14.5.10)

d<|x0-sx;|<|.v0-<| + |Ar;-s<|<
<d' + 6(i-6)-'(u:i + i).

Таким образом,

-в(|*.1 + U<d-d'<6(l -6)-1(\х,\+ 1). (14.5.12)

Теперь займемся оценкой разности х, — х'т. Имеем

k-*:i<k-s~4i+is-'*.-*;i<
<fi(|jc.|+l) + |s_,x.-^l. (14.5.13)

Точка S~'xt^M'. По лемме 14.2.1

is-'*.-*:i!<u-s-4i2-<f2=
= [\xo-S-1x.\ + d,]\\x0-S-%\-d'']

и по неравенству (14.5.12)

i5-i^-x;i2<|6(i-6)-,(ixj+i)+s(|xj+ij]x
x[2d + 6(l~6)-1(U'J+l) + 6(UJ+l)|. (14.5.14)

Обозначим |S~X — ^| = в. Из неравенства (14.5.13) получаем

1**1^(1 + 6)( |*,| + 1) + е. Подставив это в (14.5.14), приходим
к квадратному неравенству для е вида

(1-а62)е2-2й6е-с6<0, (14.5Л5)

здесь а, Ьл с суть функции от б и от |xj, ограниченные и

положительные при фиксированной | л:^ |_ и при достаточно малых 6.

Из (14.5.15) следует, что е^СУб, С = const и в силу
неравенства (14.5.13)

К — *.|<Сл/в. С = const. (14.5.16)

Соотношение (14.5.16) показывает, что решение задачи

(14.5.1) устойчиво относительно возмущений множества М9
малых в смысле неравенства (14.5.9)

5°. Обратимся к задаче (14.1.1), (14.1.2). Она является

частным случаем задачи (14.5.1), поэтому для нее верны
утверждения пп. 2—4°, и достаточно рассмотреть случаи, когда
множество М возмущено так, что возмущения эти естественно

считать малыми, хотя они могут не описываться соотношениями

вида (14.5.9). В настоящем пункте мы рассмотрим случай,
когда М' — возмущенное множество — определяется формулой

М = {х €= Н : ||| х - g HI < а'}, (14.5.17)
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в которой а'— число, близкое к а. Как было выяснено в § 1,
можно считать, что j|!g'||: = р < а'

Заметим, что если g = 0 (к этому, очевидно, сводится более
общий случай g^ H), то мы оказываемся в условиях п. 4°: за

S можно принять преобразование Sx' = ou'/a'; поэтому ниже

предполагается, что gsfl.
Пусть сначала а' = а — б. Положим

М_ = {х е= Н : ||| х - g ||| < а - б}. (14.5.18)

Положим еще

V*€=M, <Эх = (1-а)л: = л;__, а > 0, (14.5.19)

и покажем, что при о достаточно малом Q есть инъекция

М-+М-. Действительно, имеем

IIU.-fiflll-||l(l-cr)(x-g)-ag|||<(l-a)a + ap=-
= a — a(a— Р)

и достаточно принять a = б (a — Р)"1; отметим еще, что о =c8f
с = (а — Р)-1 == const, и что справедливо равенство

\x-Qx\ = c6\x\. (14.5.20)

Наряду с задачей (14.1.1), (14.1,2) рассмотрим
возмущенную задачу | а: — х0| = min, л;еМ__, где М__ определено

формулой (14.5.18). Решения этих задач пусть будут
соответственно л;* и #*. Пусть еще d = \x0 — xj и d_ = 1*0 — УЛ Так как

М_ с М, то d <; d_; кроме того, л:* ^ М и поэтому Qx* e М_.
Отсюда в силу неравенства (14.5.20)

d^d_^\x0-QxJ^\x0-x.\ + \xm-Qx.\ = d + c6\xm\.
(14.5.21)

Оценим разность х,
—

уя. Имеем

\x.-ym\<\x.-Qxm\ + \Qx.-ym\ = c6\x.\ + \Qx.-y.\.
(14.5.22)

Точка Qx,<=M_; по лемме 14.2.1 | Qjc# — уJ2 < | *0 — QxJ2 — di.
Теперь по неравенству (14.5.21) |Qjk, — </J2<C6|xJ(2d + C6|*, |).
Подставив это г (14.5.22), найдем

U.-i/J<C|xj6 + [C|xJ(2d + C6|xJ)]l/2^/S: (14.5.23)

Если элемент х* фиксирован, то отсюда получается более
простое неравенство

I*.—»J<CV£ С = const, (14.5.24)

которое доказывает устойчивость решения задачи (14.1.1),
(14.1.2) по отношению к малому уменьшению числа а.

Пусть теперь а заменено на а + б. Обозначим

М+ = I* е Я : ||| х - g ||| < a + б). (14.5.25)
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Если d+ =|x0 — 2*1» где z%
—

решение задачи

\х — x0\ = mint x^M+, (14.5.26)

то справедливы соотношения, аналогичные соотношениям

(14.5.21) — (14.5.23):

d+<d<d++C6|e.|, (14.5.27)

\x^zA^C\zJ6 + [C\zm\(2d + C6\zA)]U4^ (H.5.28)

В неравенстве (14.5.28) заменим левую часть меньшей

величиной ||г,| —|jcJ|. Теперь легко получить для \zj
квадратное неравенство

Ь |2-9Ь ,l*J(l-C6) + 2rfC6 Ix.p nК* I ^ I *• I i _ 2C6 — C262 "*" 1 — 2C6 — C2d2 ^ '

из которого следует, что

UJ<(l-2C6-C262rl{l~C6|xJ + 2Cd6 +

+ У2С2621 хJ2 + 2C rffi | jcJ + 4C262d2}.

При малых 6 последний радикал есть величина порядка
О (| хт | 6 + У| хш | б + б) и, следовательно, | г, | ^ | хт | +
+ 0(У|л:#|б). Подставив это в правую часть неравенства

(14.5.28), убедимся, что при фиксированном х* будет

|*.-*.1 = 0(Ув); (14.5.29)

этим доказана устойчивость решения задачи (14.1.1), (14.1.2)
относительно малого увеличения числа а.

6°. Принимая по-прежнему, что |||#||1<а, допустим, что g
заменено элементом g\ таким, что ||| g — g' ||| ^ б; остальные

данные не изменены. Получаем новую задачу

\х — jt0| = min, x^M',

При этом

lll*-fflll-'llle-/ll!<IIU-ff'IKIII*-glll + lllg-e/lll.
или

l|U-^|||-6<|||A:-g'|ll<llk-gllH-6. (14.5.31)
Обозначим, как и выше, M± = {xg//, Щл: — g|||^a ± б}.

Пусть хе=М_. Тогда |||jc — ff'IIKIIU — § III + 6 <a, т. е.

х^М\ Таким образом, M-CiM'. Точно так же найдем, что

ЛГ с= М+\ неравенство (14.5.31) означает, следовательно, что

М.сМ'сМ+1 (14.5.32)
При расширении множества минимум не увеличивается,

поэтому (смысл обозначений очевиден)

d+<d'<d_, d+^d<d_. (14.5.33)
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Из формул (14.5.21), (14.5.27) .следует, что d_ — d+=0(6),
а тогда тот же порядок имеют и разности d_ — d\ d_ — d>
d' — d+t d — d+. Далее, пусть х' и гт

—

решения,

соответствующие множествам М' и М+. Так как M'c=Af+, то *»eAf+; по

лемме 14.2.1 \х[ — *,|2< d'2 — d\ и величина \х[ — г#| = 0 (л/б).
Точно так же л;, ^ М <= М+ и | л:#

— гJ = О (б). Теперь

\хт-х[\^\х,-гф\ + \г9-х[\ = 0(л/б) (14.5.34)

и решение задачи (14.1.1), (14.1.2) оказывается устойчивым по

отношению к малым (в метрике |||-|||) возмущениям элемента g.
7°. Пусть одновременно мало возмущены все параметры

задачи (14.1.1), (14.1.2): элемент х0 заменен на х\, норма

| • | — на |-|h число а заменено на а' = а ± б и, наконец,
элемент g заменен близким, в метрике |||-|||, элементом g\ По-

прежнему пусть х* означает решение невозмущенной задачи

(14.1.1), (14.1.2); через *i», хг*, Хз*> *4* обозначим решения
следующих возмущенных задач: *1# соответствует элементу х\ при
остальных невозмущенных параметрах; лг2* соответствует

элементу х\ и норме \\ при невозмущенных значениях а и g\
*з* — решение, полученное при невозмущенном элементе g и

остальных возмущенных параметрах; наконец, лг4* соответствует
возмущенным значениям всех четырех параметров.
По-прежнему положим rf = | л:0

— jtj; пусть, кроме того, dt == | jvti — xt* |»
i = 1, 2, 3, 4. Оценим разность х* — лс4*. Имеем

I хт — лг4* К Hlmml I */-i. *
— *i* I хо* = *«,.

В силу неравенств (14.5.2), (14.5.3)

|x.-Jf4.|<e + Zj.2l^-i..-^.|- (И.5.35)

Как видно из формул (14.5.6), (14.5.29), (14.5.34), оценки

норм в (14.5.35) определяются через оценки величин dt в

зависимости от d. Найдем эти последние оценки. Очевидно,

rfi < | xi - хо| + | хо - хJ + \хш - хх * | < d + 26; (14.5.36)
по формулам (14.5.3), (14.5.8), (14.5.36)

d2 = |Xi-JC2.|<(l-er,|jCi-JC2.|l<(l-er,X
X ki - ^i * h + Ui *

-
^2* |,) < (1 + 6) (1 - б)"1 X

X (d + 26 + C6(d + 26) Vfl ) = d + О (Ve ). (14.5.37)

Оценим величину d3. По формуле '(14.5.27) в случае а' =

= а + б будет d3==d2 +О (Уб) = д? +О (Уб ); т0 же

соотношение верно и для а'= а — б — это следует из формулы
(14.5.21). Теперь из (14.5.33) вытекает, что d4 = d3 + О(Уб) —
= d + 0(V*).
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Легко проверить^что все слагаемые в (14.5.35) суть
величины порядка O(Vfi); это означает, что решение х» устойчиво
относительно малых изменений всех параметров,
перечисленных в начале данного пункта.

Аналогичные рассуждения доказывают устойчивость
решения задачи (14.5.1) относительно одновременных малых

возмущений элемента х0, нормы | • | и множества Af, если последнее

возмущение соответствует условиям п. 4°.

§ 6. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ИСКАЖЕНИЯ

1°. Пусть а(хуу)—симметричная билинейная форма,
определенная на некотором линейном множестве L, и

соответствующая ей квадратичная форма а (х) = а (х, х) положительна — это

значит, что а(х)^0 и а(х) = 6=> х = 0. Введя скалярное

произведение [Ху у] = а (х, у) и tfopMy \x\ = <\/а(х), мы превратим
множество L в предгильбертово пространство; замкнув его

указанной норме, получим гильбертово пространство, которое
обозначим через Н. Примем, что Н сепарабельно; для упрощения
последующих записей примем еще, что оно вещественно.

2°. Пусть f(x)— линейный ограниченный в Н функционал,
определенный на всем пространстве, и Мей— непустое
выпуклое множество, замкнутое в Н. Задача

а (х) - 2/ (х) = | х |2 - 2/ (х) = min, х с= М, (14.6.1)

имеет одно и только одно решение; она равносильна задаче

I* — Jc0| = min, xgM, (14.6.2)

где х0
— элемент пространства Я, определяемый тождеством

V*€=tf, /(*) = [*, *„], (14.6.3)

существование и единственность элемента х0 вытекает из

известной теоремы Ф. Риса.

3°. Приближенное решение задачи (14.6.1) можно строить,
например, по методу Ритца (в [38] вместо термина «метод
Ритца» употребляется термин «внутренние методы»). Зададим
полную в Н последовательность конечномерных

подпространств {Я/г}, и пусть (ф/гь ф«2, ..., фллг), N = N(п)—базис
подпространства Нп. Задачу (14.1.6) заменим следующей:

| *<«> |2 - 2/ (*<»>) = min, *<«> еЯдПМ, (14.6.4)

или, что то же,

| х{п) -х0\ = min, *<я> еЯл(1М. (14.6.5)

Если пересечение Нп{\М не пусто, то задача (14.6.4) имеет

одно и только одно решение.
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4°. Пусть

тогда

l^|2 = E^_t [%k, <Рп1НП)аГ- П4.6.7)

Скалярные произведения [$nk, <pnj\ вычисляются с некоторыми
погрешностями у(Д*« Положим [%k, ФЛ/] + Y/^ =а{$> числа а(^
нам известны. Обозначим через Мп и Г„ матрицы элементов

К*> Ф«/] и Y$; /, 6 = 1, 2, ..., N, и через ||ЛУ|, ||Г„||— нормы
этих матриц как операторов в RN. Матрица Мп симметрична, и

мы вправе считать, что матрица Г„ также симметрична. Можно
также считать, что матрица Мп + Тп—положительно
определенная— это будет всегда, когда Тп достаточно мала по норме.

Если лг(Л) — произвольный элемент из НПу т. е. произвольный
элемент вида (14.6.6), то по формуле (14.6.7) \х{п)\2 = [Мпа(п\
а(/г)), где ain) = (a\n\ af\ ..., а{$у Искаженная матрица

Мп: = Мп + Тп порождает в Нп новую норму

| Х(п) |2 := щп(*«К а<я>) = | *<*> |2 + (Г„а<»>, а<»>).

Допустим, что по сравнению с Мп матрица ГЛ мала в

следующем смысле:

™-,е*" '((^:й'<а" (и-б-8>

где 6i — малое число. Заметим, что условие (14 6.8) выполнено,
если

ЦГЯ||.||М;ГЧ<41. (14.6.9)

Действительно, обозначим МЦ2а{п) = Ь{п), тогда отношение (14.6.8)
принимает вид

Вели условие (14.6.8) соблюдено, то

(1-*)|^|<|^К(1+»)|^|, (14.6.Ю)
6=тах'УПГбГ-1, 1- ^T^^) = 6j(l+^T^l

5°. Положим х0 = х0п + х1п, где х0п eff„ и хХп ± Нп.
Задача (14.6.5) равносильна следующей:

I х(п) — *о» I = min> *(/г) е= #„ П М; (14.6.11)

элемент хоп можно построить как проекцию х0 на Нп, т. е. как

решение экстремальной задачи

|*0 - iZ-i ctKkГ= min, x0n
= I*=1 c^nk,
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что приводит к системе уравнений

!*-,*№»*• Ч>»/1 = К. Ф»/1 = /(ф»/). К/'<^. (14.6.12)

Эту систему можно записать в виде

[*ои. Фи/] == / (Фл/). 1 < / < W;

таким образом, *0/г есть элемент, даваемый теоремой Ф. Риса,
если функционал f сузить на #„.

При составлении системы (14.6.12) будут допущены
погрешности: вместо [ц)пк, фл/] появятся коэффициенты [q>nk, qprt/] + Y/fc =
= а$; кроме того, числа /(фя/) также будут вычислены с

погрешностями; пусть последние равны 6^. Вместо системы

(14.6.12) мы на самом деле построим искаженную систему

Mncin) = f{n) + 6{n); (14.6.13)

здесь с{п) = (с[п\ cf\ ..., с^) — искаженный вектор

коэффициентов и fi<*> = (6f>, 6f\ ..., 6#>).
Допустим, что линейный вычислительный процесс

определения элемента х0 по методу Ритца (процесс (14.6.2)) устойчив
в последовательности пар пространств (RNt /?#); напомним, что

для этого необходимо и достаточно, чтобы координатная
система была сильно минимальна в Н. Тогда существуют такие

постоянные /?, qy г > 0, что если ||Гл||^г, то |&0п~%КрХ
XIIГ II + ЯII &{п) II; здесь yQn

— искаженное значение элемента х0п.

Пусть ||Г/||| и ||6(Л)|| достаточно малы. Тогда \\у0п — х0п\\^ б, где

6—малое число, не зависящее от п. Одновременно в силу

необходимого условия устойчивости нормы \Мп{\\ ограничены

равномерно по п, и неравенства (14.6.9), (14.6.10) также

выполнены. Таким образом, искажение сводится к тому, что при
каждом п возмущаются элемент хоп и норма в подпространстве
Нпу и эти возмущения равномерно малы относительно я. По

доказанному в § 5 искажение элемента хоп приводит к

искажению на 0(||Г/г|| + 11б(/г)11)> а искажение нормы —к искажению

решения на О (VIIГЛ |j • |Мп 11|) = О (Vll 1\ ll). Окончательно, если

у\п) __ искаженное решение я-й приближенной задачи, то

I yin) - <Л) II = О (VlTO + II 6<»> ||). (14.6.14)

Как показывает неравенство (14.6.14), с целью избежать
больших искажений следует вычислять матрицу Ритца точнее, чем

свободные члены системы Ритца, — так, чтобы ||Гл|| =
= 0(||6<">||2).

Можно исследовать устойчивость процесса вычисления

коэффициентов с{£] не в последовательности (Rn,Rn)> а в

последовательности (XN,YN) (см. формулу (3.3.4)). Сформулируем ре-
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зультат: упомянутый процесс устойчив и при достаточно
малых нормах ||Гя||у _^- верна оценка

| уТ - *<;> | = о (д/|| Г„^+1| 6<*> |^). (14.6.15)

Эта оценка пригодна, в частности, для метода конечных

элементов.

§ 7. ДОБАВЛЕНИЕ. О ПОГРЕШНОСТИ АППРОКСИМАЦИИ
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ

В настоящем добавлении, написанном В. Б. Тюхтиным,
излагаются результаты некоторых работ, опубликованных в

последние годы и посвященных оценкам погрешности
аппроксимации для решений односторонних вариационных задач,

отличных, вообще говоря, от простейшей задачи, изученной в

данной главе. Приближенные решения в этих работах обычно

строятся по МКЭ.
В данном добавлении приняты несколько иные термины и

обозначения, чем в основном тексте настоящей главы. Собо-
о

левские пространства W2k) и W2k) обозначаются соответственно

через Hk и Н%. Множество ограничений обозначается через /С.

Точка в пространстве Rm чаще всего обозначается через х или

у. Если ограничительное условие имеет вид и(х)^.%(х) или

и(х)^ %(х), то множество ограничений называется

препятствием; различаются препятствия в области или на границе,
в зависимости от того, где выполняется упомянутое
неравенство. Задачи, как правило, формируются в терминах
вариационных неравенств.

1°. В статье Р. С. Фалка [165] рассматривается двумерная
задача с препятствием в области. Пусть Qg/?2 — выпуклая
область с границей класса С(2> и (по повторяющимся индексам

производится суммирование от 1 до 2)

а (и, v)= J \(aifjrir+ cuv^dx{dx2.
Принимаются следующие допущения:

ац (х) €= С(1) (Q), ац = afh с (х) €= L^ (Q),

a^l^aMW с(х)Ж a, A, = const>0.

Для /е£2(й) рассматривается задача об отыскании такой

функции ие/(, что

а(и, it — и)> \ \ f(v — u)dx[dx2, Vv e/С, (14.7.1)

/С = [у ^ HlQ (Q): v (x) ^ хМ почти всюду в QJ.
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Здесь %^H2(Q)—заданная функция, %\dQ = 0. ^Ри
перечисленных допущениях решение задачи принадлежит к классу

H2(Q) [158].
Для приближенного решения задачи (14.7.1) используется

МКЭ с кусочно-линейными координатными функциями. Пусть
Qh — вписанный в Q многоугольник, длины сторон которого не

превосходят Л. Этот многоугольник разбивается на

треугольники со сторонами, не превышающими Л. Через Vh обозначим

пространство функций, заданных на Q, непрерывных, линейных
в каждом треугольнике разбиения и равных нулю на Q\Qft.
Для всякой функции v^C(Q)y равной нулю на dQ,
обозначим через vj ее интерполянт, т. е. функцию из Vh, совпадающую
с v в вершинах триангуляции. Приближенное решение задачи

(14.7.1) определяется как решение задачи

\fvh <= Kh, uh e= Kh, a ("h> ^h — ^h)>\\ (vh — "и) f dx{ dx2,

(14.7.2)

где Kh = {Vh e Vh'. Vh ^ x/ в узлах триангуляции}. При
некоторых «условиях регулярности» описанного здесь варианта МКЭ
устанавливается оценка

N-«ftl!//.(Q><CA||tt|!№(Q). (14.7.3)

В [166] Р. С. Фал к обобщил результаты своей

предшествующей работы [165] на случай невыпуклой области Qg/?2.

Пусть кривая dQ e С(2> и имеет лишь конечное число точек,

в которых кривизна меняет знак. Тогда оценка (14.7.3) по-

прежнему справедлива.
2° В [197] рассмотрена двумерная задача с препятствием

на границе. Пусть Qg/!2 — выпуклая конечная область с

границей класса С(2), а (и, v)— билинейная форма, такая же, как

в п. Г, feL2(Q), i|)gW2(Q). Рассматривается задача (14.7.1),
но с другим препятствием, именно

K = {v<=Hl (Q): v > ф на dQ). (14.7.4)

Известно [157], что при указанных условиях решение
задачи (14.7.1), (14.7.4) меЯ2(Й).

Для приближенного решения задачи применяется метод,
близкий к методу п. Г. Впишем в Q многоугольник Q^, длины

сторон которого не превосходят h. Разобьем Qh на

треугольники, длины сторон которых также не превосходят h.
Обозначим через /о ={1,2, ..., N0} индексы внутренних узлов, через

/1={#о+1, ..., Щ—индексы граничных узлов; самые узлы
обозначим через xt. Положим еще / = /о U Л. Далее, пусть
Ti — часть dQ между узлами х{ и xi+u 2,-— часть Q,
ограниченная отрезком [*i,Xm-i] и кривой 1\.
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Если Ti — треугольник со стороной \xiy xi+{], /е/ь то

объединение Ti (J S/ рассматривается как криволинейный элемент.

Через ф^ (х), x^Qy /g/, обозначена непрерывная в Q

функция, линейная на каждом треугольнике или

криволинейном элементе, равная единице в узле Х{ и нулю во всех

остальных узлах.
Пусть

tfi(Q) = {ty ^
= Ile/»MM; v*<=Rv Vie/}. (14.7.5)

Приближенная задача имеет вид (14.7.2), но препятствие
определяется формулой

Кл = {ол*=//■: *д (*,)>*(*<). V/s/}. (14.7.6)

При условии регулярности использованного МКЭ верна оценка

11"-Мя.(а)<СА* II u\\H2{Qy (14.7.7)

3°. В статье [159] рассматривается конечноэлементная

аппроксимация задачи с препятствием в области или на

границе для некоторых билинейных форм.
Задача с препятствием в области ставится в виде

\ [Vw • V (v — и) + и (v — и)] dx > \ f(v — и) dx, Vv e K9

(14.7.8)
K=ive=Hl№ v>^ в Q, v\dQ = g). .

Здесь Q — выпуклая область класса С*1» *>; g, t|)G//2(Q),
4>leo<*;/e=I2(Q).

Пусть й^ — вписанный в Q многоугольник, длины сторон
которого не превосходят /г, и пусть этот многоугольник
регулярным образом триангулирован. Для каждого треугольника
триангуляции 7\, прилегающего к dQh, построим треугольник
Т\ — зеркальное отражение треугольника 7\ в его стороне,

принадлежащей dQh- Обозначим Rh = \jT/r Будем считать h

столь малым, что (Qh\}Rh)zDQ. Обозначим еще через Q

некоторую область, содержащую Qh\jRh при любом достаточно

малом А, и через Vh— множество непрерывных кусочно-линейных

функций в Qh[}Rh- Продолжим решение u^H2(Q) задачи

(14.7.8) до функции mg№(Q). Пусть й7, ф/ — интерполянты
функций й и ^ соответственно на Qh \j Rh. Теперь можно

определить множество ограничений Кн для приближенной задачи;

Kn={vh^ Vh'- Vh^tyi в узлах на Qh, vh = ui на Q\Q^}.
Приближенное решение щг определяется согласно (14.7.8)

с заменой К на Ки Устанавливается оптимальная по порядку
оценка погрешности аппроксимации

11и-М/,.(и)=°(л) (Н.7.9)
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Наряду с кусочно-линейными координатными функциями
для приближенного решения задачи (14.7.8) применяются
также кусочно-квадратичные функции. В этом случае в

предположении, что точное решение u^Hb/2~e(Q)t устанавливается
оценка

Ци-МЯ1(0) = 0(й*2-е). (14.7.10)

Задача с препятствием на границе также ставится в форме
(14.7.8), но К определяется формулой K = {v e #*(Q): v\d9^
^g}. Пространство Vh определяется следующим образом.
Если Vh ^ Vh, то Vh непрерывна и кусочно-линейна на Qh\ при
этом, если точка Q g й\йЛ) то vtl(Q)= Vh{P), где Р —

проекция Q на 6й/г. Полагаем в данном случае Kh = {vh ^ Vh' vh ^ q
в узлах на dQ}. Приближенное решение строится как решение
задачи (14.7.8), в которой К заменено на Kh- В
предположении, что mg№(!J), a и, ge^ вблизи dQ и свободная

граница состоит из конечного числа точек, устанавливается
оптимальная по порядку оценка погрешности аппроксимации:

\\u-uh\\H4(J) = 0(h). (14.7.11)

Таким образом, при более сильных ограничениях на решение
получается более высокая по порядку оценка погрешности
сравнительно с работой [197].

4°. В статье [188] рассматривается задача о минимуме
функционала

J(v)=[ \Vv\2dx-2[ fvdx (14.7.12)

на множестве K = {v: v ^ HlQ(Q), v^.z почти всюду в Q}.
Здесь QgJ?2- область с достаточно гладкой границей, z и

/ — заданные функции, 2E^(Q), feL2(Q).
Производится регулярная триангуляция с параметром h

области Q и строится пространство Sh непрерывных
кусочно-линейных функций, равных нулю на 6Q. Пусть Kh = K{\Sh. Для
задачи (14.7.12) приближенная задача состоит в минимизации

функционала J(v) на множестве Kh- Пусть и и uh
—

соответственно точное и приближенное решение. Если иеН^(£2), то

устанавливается следующая оценка погрешности
аппроксимации:

II"-Ml (а)<СА2|1пЛ|-1!и|Ь2,ю. (14.7.13)

где С > 0 не зависит от Л.

5°. В [185] рассматривается задача с препятствием в

области Q для некоторого неквадратичного функционала. Именно
пусть Q<=Rn>K = {vei W$> (Q): v (х) > ф (х) в Q, v |w = /}, где

-ф и / — заданные функции, причем \t>|aQ=/- Рассматривается
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задача о минимуме функционала

[ F(Vu)dx (14.7.14)

на множестве /С. В интеграле (14.7.14) FgC(2)(/?„).
Обозначим a{p) = VF(p) = (ai(p)9 а2(р), ..., ап(р))у рЕ/?„, и

допустим, что (a{p)—a(q))(p — q)^Cm*x(\p\, |^|) • |р — ^|;
| • | — евклидова норма в Rn. Задача (14.7.14) равносильна
задаче

а (и, v — и) := \ а, (уи) -^- (у — ы) dx > О, Vt> <= /С;

эта последняя аппроксимируется по МКЭ с кусочно-линейными
координатными функциями. .Пусть dQ e С(2). Обозначим через
Т\, 7*2, ..., 7^ симплексы разбиения и через Q^ — объединение
m

U Г^. Через h обозначен параметр, которого не превосходят
2-1

длины ребер симплексов 7\. Предполагается, что внутренности
симплексов 7\ не пересекаются и что каждая грань любого
симплекса либо есть грань другого симплекса, либо ее

вершины лежат на dQ. Через Vh обозначено пространство
функций, непрерывных на Qh и линейных в каждом симплексе Г/.
Обозначим еще через N

= Nh множество узлов в Qn. Пусть

Kh = {vhz=Vh:vh(x)>^W,x(=Q()N-y vh(x) = f(x)9x*=dQ{]N).

Приближенное решение определяется как решение задачи

Uh = Khy

в предположении, что u^ H2 (Q) f] й?^ (£2), устанавливается

оценка погрешности

11и-"а1Цоа)
= 0(Л). (14.7.15)

6°. В [171] рассмотрена следующая задача. Пусть Q —

выпуклая область в Rn и р>1. Требуется найти функцию
usIT^fQ), такую, что

j(u)=iniJ(v)9 оеГ«)(0),

j(v) = p-i[ | vw |prfA: — ^ fvdx, f€=W£V(Q)9 (14.7.16)

i/p+i/p'=i.

Пусть {Vn}—семейство конечномерных подпространств в
о

W{l)(Q). Приближенное решение задачи (14.7.16) определяется
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как решение задачи

/(«л)= inf J(vh). (14.7.17)
Л h

Обе задачи (14.7.16), (14.7.17) имеют единственные решения и

и ин соответственно (см., например, [77]). Пусть Eh(u) =
= inf \\vh — ^llo(i) . Устанавливаются следующие оценки по-

грешности аппроксимации:

\\uh-u ||o U)
(Q)
< С [£Л (и)]""'0, р > 2;

*

./п „* (14.7.18*
11 w* ~ и hp <u>

< С [Eh W] ■ К Р < 2,

где С не зависит от /г. Оценки (14.7.18) улучшены в [137]:

H«*-"D*a>m<C [£*<«)!*; х-{^; >>*'<2> (14.7.19)

7°. Пусть Q — единичный квадрат на двумерной плоскости:

Q =[0, 1]Х[0, 1]; на Q заданы функции и0, 0<ь причем и0 ^ Vo

почти всюду в Й, и0 |di2 < 0 ^ v0 |аа> р > 2 и

УМ=-Н Z2 \тг\Р(1х-\ fudx- (14.7.20)

В работе [196] рассматривается, в частности, проблема оценки

приближенного решения задачи минимизации функционала
(14.7.20) на множестве

о

/( = {dg UPW(Q): м0(х)<и(х)<у()(х) почти всюду в Q}.
Пусть и — точное решение. Если f^Lp, (Q); и0, у0е^1+(1)(й);
o=lj{p— 1), то tte=lFJJ+a>(Q) (см. [163, 187]). Пусть еще

ип — приближенное решение, полученное по МКЭ при кусочно-
линейных координатных функциях. Доказывается, что

\\uh-u\\^){ii)^Ch°\ (14.7.21)

где С не зависит от h.

8°. Статья [164] посвящена следующей задаче. Пусть
йс/?2 — выпуклый многоугольник. Требуется найти такую

функцию и е #q(Q), что

j(u):==a[ u2dx + $[ \Vu\2dx + j(u)— [ fudx = mm, (14.7.22)

или, что то же,

а (и, у — и) + pa («, v — и) + j (v) — j (и) Xf, v — и);

a(utv)=\ yu-sjvdx, (ut v)=\ uv dx, /gL2№
(14.7.23)
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Здесь аир
— положительные постоянные,

j(v)=\ <b(v(x))dx,

а функция Ф определяется формулой

Ф (Я) = 2-'а2 (X - и0)\ + 2~\ (X - uQf_ + L(X- u0)±,
в которой «о, «1, (Х2, L — положительные постоянные, Х+ =
= max(A., 0), >,_ =* min(A,, 0), ^Ei?i. Существование и

единственность решения задачи (14.7.22) следует из общих теорем
176].

Задача (14.7.22) аппроксимируется по МКЭ с

кусочно-линейными координатными функциями. Область Q покрывается
семейством тн треугольников, Л—наибольшая из их сторон.

Пусть Vh — пространство непрерывных кусочно-линейных
функций, равных нулю на dQ. Через vi e Vh обозначается интер-
полянт функции v по узлам триангуляции. Обозначим еще

Ш=\ {0(v)}Idx = 6-lY АЛ(Г)Ф(»0.

где А(Т) есть площадь треугольника Г, a v\ есть значение

функции v в j-й вершине треугольника Т. Определяется
дискретное скалярное произведение

(ш, v)h = YtT&xh3~lA(T)Ytimtlw]vTi.
Приближенная задача ставится так: найти функцию ин s Vh,
удовлетворяющую дискретному вариационному неравенству

a (uh, vh
— uh) + ра (uh, vh

- uh) + ]h (vh) — jh (uh) >

XI vh-uh)hy Vu,gKa. (14.7.24)

Решение этой задачи существует и единственно. При
некоторых предположениях о свойствах точного решения
устанавливается следующая оценка погрешности аппроксимации:

\\u — uh \\HX {Q) < C/z, С = const. (14.7.25)

9°. В статье [190] рассмотрено вариационное неравенство

а(иу v — и) + Фу (и, v) — Ov (и, и) X/, v — и), \fv e /С,

(14.7.26)

где а — билинейная форма, ограниченная и коэрцитивная,
заданная на гильбертовом пространстве V\ K^ V — непустое

замкнутое в V выпуклое множество; Ov: VXV-+R —

функционал, зависящий от положительного параметра v и

удовлетворяющий следующим условиям: 1) Ф^ (и, v) ^ 0, Va, v e V;
2) ФУ линеен по первому аргументу; 3) существует такое
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fco(v)> 0, что

<Ми. v)^k0(v)\\u\\v-\\v\\v-y

4) при фиксированном «si/ /(у): =Ov(ut v) является

собственным выпуклым полунепрерывным снизу функционалом на

V; 5) для любых и, v, w e V справедливы неравенства

|0V(«, v)— Фх(и, до) |< Qv(«, v — w) и <Dv(w, v ± ai)<Ov(«,
и) + Ov(w, до).

Неравенство (14.7.26) характеризует задачу Синьорини с

нелокальным трением, коэффициент которого обозначен через
v. В более ранней работе тех же авторов доказывается, что

упомянутое вариационное неравенство допускает единственное

решение при достаточно малом v.

Пусть Vh — конечномерное подпространство пространства V
и Кь. — замкнутое выпуклое множество, в некотором смысле

близкое к /С Приближенным решением ин задачи (14.7.26)
называется решение-вариационного неравенства

а (иА, vh
— uh) + Ov (uhy vh) — &v (uh> uh) > (/, vh — uh), Vvh g= Vh.

(14.7.27)

Это неравенство также допускает единственное решение при
достаточно малом v. Пусть U — гильбертово пространство,
плотно и непрерывно вложенное в К, и оператор А определен
по формуле (Аиу v)= a(u> v)\ круглые скобки означают

скалярное произведение в V. Основным результатом статьи [190]i
является следующая теорема.

Пусть (Аи — f)^U. Тогда при перечисленных выше

условиях и при достаточно малом v существует такая постоянная

О 0, что

Л и - uh \\v <С {\\и - vh \\v + [ || Аи - / Ik, (||u-vh ||„+Ц uh-v \\v]m +
+ [ II и 1И II и - vh \\v +1| uh

- v !V)],/2; VoA &Kh9 V» e K.

(14.7.28)

Глава 15

УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ
ПО СЕН-ВЕНАНУ-МИЗЕСУ И ХААРУ-КАРМАНУ

Как хорошо известно, впервые математическая теория
пластичности была предложена Б. де Сен-Венаном в 1870 г. Эта

теория давала описание пластического состояния в условиях
плоской деформации; на трехмерный случай ее распространил
М. Леви в том же 1870 г. В 1913 г. Р. Мизес предложил
описывать трехмерное пластическое состояние условием, близким к

условию Сен-Венана и в то же время значительно более про-
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стым. Как выяснилось потом, условие Мизеса имеет простуде
механическую трактовку. Для плоской деформации уравнения
Сен-Венана и Мизеса совпадают.

В 1909 г. А. Хаар и Т. Карман опубликовали
вариационный принцип, позволяющий описывать напряженное состояние
в упругопластической среде, т. е. в среде, часть которой
находится в упругом состоянии, а остальная часть — в

пластическом. Принцип Хаара—Кармана опирается на условие
пластичности Сен-Венана — Леви, но аналогичный принцип очень
легко получить, исходя из условия Мизеса.

Впоследствии выяснилось, что явление пластического

состояния значительно сложнее и многообразнее и что уравнения
Сен-Венана — Леви и Мизеса описывают только так

называемое пластическое течение. В этом плане следует прежде всего

отметить работы Г. Хенки, Л. Прандтля, В. Прагера,Ф. Ходжа,
Р. Хилла, А. А. Ильюшина, Л. М. Качанова и ряда других

авторов.
В настоящей главе мы рассмотрим некоторые из задач, к

которым приводит принцип Хаара — Кармана. Как мы увидим
ниже, эти задачи подходят под схему (14.1.1), (14.1.2). В § 1

мы для облегчения ссылок формулируем уравнения
Сен-Венана, Леви и Мизеса и вариационный принцип Хаара —
Кармана. В § 2 рассматривается задача упругопластического
кручения цилиндрических стержней, в § 3 исследуется задача о

плоской деформации и в § 4 — трехмерная задача
упругопластического состояния. Мы будем заниматься в этих параграфах
исследованием устойчивости точных решений перечисленных
задач относительно малых возмущений данных и оценкой

погрешностей аппроксимации и искажения.

Ниже мы будем ссылаться на статьи Сен-Венана, Леви,
Мизеса, Хаара — Кармана. Отметим, что русские переводы почти

всех этих статей даны в сборнике [128].

§ 1. УРАВНЕНИЯ СЕН-ВЕНАНА —МИЗЕСА

И ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП ХААРА — КАРМАНА

Г. Тензор напряжений будем обозначать так:

(^хх
Т'ху T'xz \

*ху tyy V )• (15.1.1)

^хг tyz ^zz'

Если F =(Х, У, Z) есть вектор объемных сил, то в состоянии

равновесия тензор напряжений удовлетворяет уравнению
равновесия

di\T + F —0, (15.1.2)
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или в более подробной записи

*лх/х + txy/y + txztz + X = О,

fjc^/x + tyy/y + ^j/z/z + Y = О, (15.1.3)

Txz/x ~Г ^!/z/*/ ~Г ^zz/z ~Г ^
=== 0>

индекс за косой черточкой означает дифференцирование по

соответствующему направлению.

Вектор смещений будем обозначать через и = (их, иуу иг),
вектор скоростей смещений — через vy так что v = u=(ux/t,
Uy/t, uz/t). Будем считать деформации и их скорости малыми,
тогда тензор скоростей деформации можно записать так:

(2vx/x
vx/y + Vyfx vx/z + v2/x\

Vx/y + vm 2vyly vyiz + vziy J. (15.1.4)

Vx(z + Vz{x Vy/Z + Vzty 2VZIZ /

Главные нормальные напряжения обозначим через х\ ^

^ Т2 ^ тз; они суть корни уравнения

>xz

= 0. (15.1.5)

X
' f

Хху

xxz

тху

ТУУ
~~ Т

Xyz

xxz

Xyz

xzz

Наибольшее касательное напряжение равно

*« = (*!-т8)/2. <15Л-6>

2°. Сен-Венан [195] сформулировал условие пластичности и

написал уравнение пластического состояния для случая

плоской деформации; в этом случае напряжения и смещения не

зависят от одной из координат, скажем, от z, и uz=xxz =

= Ху2 = 0. Одно из главных нормальных напряжений равно
Tzz, а остальные два равны

2"1 [%хх + хУу ± л/(ххх - xyyf + 4тЦ (15.1.7)

Опираясь на опыты Треска, Сен-Венан сформулировал
следующие гипотезы о пластическом состоянии.

I. Наибольшее касательное напряжение в пластическом

состоянии есть величина постоянная, характерная для данной

среды. Сен-Венан обозначил эту постоянную буквой /С. Мы

будем называть данную гипотезу условием пластичности Сен-Ве-
нана.

II. Направления наибольшей скорости скольжения и

наибольшего касательного напряжения совпадают.

III. Вещество в пластическом состоянии несжимаемо.

Кроме этих гипотез, явно сформулированных, Сен-Венан
пользуется еще двумя, явно не сформулированными
гипотезами,
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IV. тгг лежит между главными напряжениями (15.1.7).
V. Производные по координатам от смещений и скоростей

смещений малы.

Перечисленные гипотезы приводят к следующим
уравнениям пластического состояния в условиях плоской деформации:

Txxix + rxyfy + X = О, xxyix + хту + Y = 0; (15.1.8)

(vy/y — vx/x): (vy/x + vx,y) = (%yy — Txx): 2xxy\ (15.1.10)

vXfx + Vy[y = 0. (15.1.11)

Уравнения (15.1.8) суть общие уравнения равновесия
механики сплошной среды, уравнение (15.1.9) есть условие
пластичности Сен-Венана, уравнения (15.1.10) и (15.1.11)
соответствуют гипотезам II и III.

3°. Уравнения теории пластичности в трехмерном случае
вывел М. Леви [179] на основании условия пластичности

Сен-Венана. Гипотеза IV становится ненужной, гипотеза II
заменяется следующей, более общей.

На. Девиатор напряжений и тензор скоростей смещений
пропорциональны.

Гипотезы I, III, V Сен-Венана сохраняются.
Гипотезы М. Леви приводят к следующим уравнениям

пластического состояния в трехмерной среде:

(VjcfX —.Vyfy) : (fxx — fyy) = (Vyfy — Vztz) \ (xyy — Xzz) =

= (vxty + Vyix) • 2xxy = (vyiz + Vz/y): 2xyz = (vz/x + vxlz): 2xxz\

Vx/x + Vyfy + Vztz = 0. (1 5.1.13)

Условие пластичности можно записать в виде

т1-т3
= 2/(, (15.1.14)

где Ti и тз суть наибольший и наименьший из корней уравнения
(15.1.5). К этим уравнениям следует добавить уравнения
равновесия (15.1.3).

Заметим, что в случае плоской деформации из уравнений
М. Леви вытекает гипотеза IV Сен-Венана. В самом деле, в

этом случае vz = 0y хХг = ту2 = 0f уравнение (15.1.13) даег

vx/x
= —Vy/yt и из первого уравнения (15.1.12) следует xzz =

= (txx + Xyy) /2. Отсюда и из (15.1.7) вытекает гипотеза IV.
4°. Коротко изложим теорию Р. Мизеса [184].

Существенным ее отличием является иная формулировка условия
пластичности. Пусть и, Т2, т3—главные, нормальные напряжения.
Положим

Ь = (т2 - т3)/2, £2 = (т3 - т,)/2, 6s = (*, ~ 4)1% (15.1.15)
так что

Ci +£2 + £з = 0. (15.1.16)

276



Мизес принимает следующую гипотезу, более общую, чем

гипотеза I Сен-Венана: в пластическом состоянии напряжения
остаются на пределе упругости, причем в пространстве
координат £ь £2, 5з предел упругости представляется в виде

замкнутой кривой, лежащей в плоскости (15.1.16) и обходящей
начало координат.

По Сен-Венану, |^|^/С, i=l, 2, 3. Эти неравенства
определяют в пространстве (£i,£2, £з) куб, который пересекается
с плоскостью (15.1.16) по правильному шестиугольнику. Мизес

предложил заменить куб Сен-Венана сферой

£? + % + % = 2Г2, К' = const. (15.1.17)

Уравнение (15.1.17) легко преобразуется к виду

а ■■=4 к*« - *„)■+{\у - ^г+с*. - ^«г+

• +6(т5, + П, + тУ]—!■*"• (15.1.18>

Величина т/ называется интенсивностью касательных

напряжений.

В условиях плоской деформации х\ = 4"1 (тхх — т^)2 + x*v;

условие пластичности Сен-Венана будет получаться как

частный случай условия (15.1.18) Мизеса, если'положить

Д" = УЗ/<У2, (15.1.19)

при этом условие Мизеса несколько упрощается:

%i = K. (15.1.20)
Остальные уравнения пластического состояния по Мизесу

совпадают с соответствующими уравнениями М. Леви.

5°. Вариационный принцип Хаара и Кармана был

опубликован в статье [173], вышедшей в 1909 г., за несколько лет да

появления статьи Мизеса [184]; естественно, что этот принцип
был основан на теории пластичности Сен-Венана — Леви.
Однако принцип Хаара — Кармана легко формулируется в

терминах теории Мизеса, и в этом случае названный принцип
утверждает следующее.

Пусть среда, заполняющая область Q трехмерного (или
двумерного) пространства, находится в упругопластическом
состоянии. Для простоты допустим, что объемные силы

отсутствуют, так что вектор F = 0, и тензор напряжений Т

удовлетворяет однородному уравнению
divr = 0. (15.1.21)

Пусть W{T)—плотность энергии упругих деформаций,
выраженная в терминах тензора напряжений Т. Тогда в

упругопластическом состоянии этот тензор реализует минимум интеграла

У(Г)=Л W(T)dx (15.1.22)
Ji2
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на множестве симметричных тензоров Г, удовлетворяющих
следующим условиям: а) интеграл (15 1.22) конечен; б) Т
удовлетворяет уравнению (15.1.21) и краевым условиям Коши,
означающим, что известны внешние силы, приложенные к

границе области Q; в) Т удовлетворяет одностороннему
ограничению

т,<К, (15.1.23)

где %i—интенсивность касательных напряжений (формула
(15.1.18)).

В статье [173] доказывается некоторая общая теорема, из

которой, в частности, вытекает: если Т решает

сформулированную выше одностороннюю вариационную задачу, то в каждой
точке области Q удовлетворяется либо уравнение Эйлера для

функционала (15.1.22), либо условие пластичности (15.1.20).
Следует, однако, иметь в виду, что в пластической зоне

должны выполняться также уравнения, содержащие скорости

деформаций; так, в трехмерной задаче должны быть

удовлетворены уравнения (15.1.12), (15.1.13). Поэтому из

существования решения вариационной задачи Хаара—Кармана еще не

вытекает автоматически существование решения задачи об

упругопластическом состоянии.

Принцип Хаара — Кармана тесно связан с известным

принципом Кастильяно в теории упругости. Напомним этот

последний принцип: если тензор напряжений реализует минимум
функционала (15 1.22) при условиях а) и б), то этот тензор решает

задачу теории упругости при краевых условиях, упомянутых
в б). Таким образом, можно формально получить принцип

Хаара — Кармана из принципа Кастильяно, если потребовать,
чтобы функционал Кастильяно достигал минимума на

множестве тензоров напряжений, удовлетворяющих не только

условиям а), б), но и неравенству (15.1.23).

§ 2. КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЯ

Г. Пусть нормальное сечение G скручиваемого стержня
есть конечная и в общем случае многосвязная область
плоскости координат (х, у). Если стержень весь находится в

упругом состоянии, то отличные от тождественного нуля

напряжения хх\ =xxz, ry := хУг удовлетворяют уравнениям

т*/* + Ту/у = 0, (х, y)<=G; (15.2.1)

хх cos (v, x) + ху cos (v, у) = 0, (х, у) е dG; (15.2.2)

J \(xxy — tjTx)dxdy = Q; (15.2.3)
G

&хх = Аху = 0, (15.2.4)
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Здесь v — нормаль к dG, Q — момент внешних сил,

приложенных к основанию стержня. Если стержень находится в упруго-
пластическом состоянии, то уравнения (15.2.1) —(15.2.3)
сохраняют силу; уравнения (15.2.4) остаются справедливыми в

упругой зоне. Приняв, что напряжения в пластической зоне

удовлетворяют условию Сен-Венана (15.1.14) или Мизеса (15.1.20),.
мы должны заменить уравнения (15.2.4) одним уравнением

Т2+Т2=/С2. (15.2.5}

Введем предгильбертово пространство, элементы которого
суть двумерные векторы т=(тх, %у), удовлетворяющие
уравнению (15.2.1) и краевому условию (15.2.2); норму в этом

пространстве зададим формулой

\x?=\\{x\ + xl)dxdy. (15.2.6)
G

Пополнив это пространство в метрике (15.2.6), получим

гильбертово пространство, которое обозначим через Я. Об

элементах этого пространства будем говорить, что они удовлетворяют
(в обобщенном смысле) уравнениям (15.2.1), (15.2.2).

Если стержень находится в упругом состоянии, то в силу

принципа Кастильяно задача кручения равносильна задаче о

минимуме функционала (15.2.6) на множестве векторов,
удовлетворяющих уравнениям (15.2.1) — (15.2.3), — иначе говоря, на

множестве элементов пространства Я, удовлетворяющих
уравнению (15.2.3). Пусть —

g = —(gx>gv)— какой-нибудь вектор
из Я, удовлетворяющий уравнению (15.2.3). Положим g + т =

= о =((7x,(Jy)' Тогда а удовлетворяет однородному уравнению

jj jj (xoy — уах) dxdy = 0. (15.2 7)
G

Пусть Н — подпространство тех элементов из Я, которые
удовлетворяют уравнению (15.2.7). В силу принципа Хаара —

Кармана решение задачи упругопластического кручения заменяется-

решением следующей односторонней вариационной задачи:

|a-fir| = min, aeM; М = {а е= И : |||а - г|Ц</С};

||| т |||= supessV^+xJ. (15.2.8)
(х, у) е= G

v *

2°. Исследуем множество Af, определенное в (15.2 8). При
больших по модулю значениях Q это множество пусто.
Действительно,

IQI<SSP \Jxl + Tidxdx> V1 = ^1 + y2;
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в упругопластическом состоянии т^ + т^^/С2, поэтому

\Q\^K\\pdxdy. (15.2.9)
G

Правая часть неравенства (15.2.9) есть некоторая
постоянная; если |Q| больше этой постоянной, то М пусто.

Назовем момент Q допустимым, если ему соответствует
непустое множество М. Изменив в случае необходимости
ориентацию _осей координат, можно считать, что Q ^ 0. Обозначим
через Q точную верхнюю границу допустимых моментов.

Докажем, что множество допустимых моментов_есть либо отрезок
•0 ^ Q ^ Q» либо полуинтервал 0 ^ Q < Q. Достаточно
убедиться, что последний полуинтервал содержится в множестве

допустимых моментов.

В любой левой полуокрестности точки Q содержится хотя

бы один допустимый момент Q'. Ему соответствует по крайней
мере один вектор т' = (т^, т^), такой, что

а

Пусть 0<Q"<Q'. Положим t" = Q"t7Q'. Тогда х"<=Н и

• \ \ К' - К)dx *у=Q". Ill *" III =& III *' III < к.
G

Последнее соотношение означает, что множество М",
которое соответствует моменту Q", содержит элемент т" и потому
не пусто. Этим доказано, что полуинтервал 0 <; Q < Q
содержится в множестве допустимых моментов.

Докажем теперь, что множество М, определенное в (15.2.8),
замкнуто в норме |-|. Пусть {т„}, хп = (хпХУ %пу) — сходящаяся

в Н последовательность векторов из М и lim хп = то. Из {тп}
можно выделить последовательность 1%п V сходящуюся к то

почти всюду на G. Так как ||| т^ ||| = sup д/^х + т*^, то и

supVtq* + то*/^ % почти ВС1°ДУ в G- Это и означает, что

то е М и, следовательно, множество Л1 замкнуто.
Из общих теорем, упомянутых в § 1 главы 14, следует, что

задача (15.2.8) имеет одно и только одно решение.
3°. Задача (15.2.8) есть частный случай задачи (14.1.1),

(14.1.2), в которой, в частности, следует положить а = К. Если
0 <; Q < Q, то, как мы видели в п. 2°, множество М содержит
элемент с полунормой, меньшей /С. Примем этот элемент за g.
На основании результатов § 5 главы 14 можно утверждать, что

решение задачи (15.2.8) устойчиво относительно малых

возмущений вектора g и постоянной пластичности К, если крутящий
момент лежит в полуинтервале 0 ^ Q < Q. Пусть момент Q
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заменен моментом Q', мало отличающимся от Q и по-прежнему
лежащим в полуинтервале [О, Q). Если моменту Q
соответствует вектор gy !|lg!||< К, то моменту Q' можно привести в

соответствие вектор g' = Q'g/Q\ если Q и Q' достаточно близки,,
то lll^ill</С и величина \\\g — g'||| достаточно мала. Из

сказанного следует устойчивость решения задачи (15.2.8)
относительно малых возмущений крутящего момента, не выводящих

из полуинтервала [О, Q).
Ниже мы покажем, что при том же условии 0 ^ Q < Q

решение задачи (15.2.8) устойчиво относительно малых

возмущений области G.
4°. Для облегчения последующих ссылок приведем

некоторые известные факты из теории кручения упругих стержней.
Пусть область G — (п + 1) -связная. Тогда dG состоит и»

/г+ 1 связных компонент, которые мы обозначим через dGjr
j = 0,1, ..., п\ через dG0 обозначим ту компоненту, которая
ограничивает область G извне. Обозначим еще через G/, / = 1,.
2, ..., пу ту область, которая ограничена извне контуром dG/.
Пусть G0 = G U G\ U • • • U Gn\ G0 есть конечная односвязная

область, ограниченная контуром dG$. Можно определить G0
как наименьшую односвязную область, содержащую область G.

Уравнение (15.2.1) позволяет ввести так называемую
функцию Прандтля и(хуу):

т.—£. Ъ—&- 05.2.К»

Из краевого условия (15.2.2) следует, что на границе области

G функция Прандтля удовлетворяет условию

u\dG = Af = const. (15.2.11)

При изменении функции Прандтля на постоянное слагаемое

напряжения не меняются, поэтому можно положить Ло = 0.

Как видно из уравнений (15.2.4), в упругой области
функция Прандтля удовлетворяет уравнению Пуассона

— \и — с0, cq = const. (15.2.12)*

Известна формула, связывающая крутящий момент Q с

функцией Прандтля и(х,у), именно

Q = 2 $ \udxdy + 2Yi"_lAi\Gil (15.2.13)
G

Продолжим функцию и на всю область G0, положив и(х,у) =
= Л/, (*,*/)*= G/. Тогда формула (15.2.13) принимает более

простой вид:

Q = 2\[udxdy. (15.2.14)
V
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5°. Задачу упругопластического кручения можно свести к

вариационной задаче, отличной по' форме от задачи (15.2.8).
Если скручиваемый стержень находится в упругом состоянии,
то задачу (15.2.8) можно записать в терминах функции
Прлндтля следующим образом:

\ \ | Vu fdxdy = mmy

G

О на dG0,
const на dGfi 1^/<я,{О

па
t/w0,

Aj.
..„ *п. ,^,^„ (15-2.15)

Это задача на условный минимум; по теореме Эйлера
существует такая постоянная со, что

6Ш [\V»\2-2w]dxdy-2c0YJ"_lAl\Gf\\==0; (15.2.16)

8 — знак вариации; функция и должна удовлетворять краевому
условию из (15.2.15). Если эту функцию продолжить на Go, как

об этом сказано в п. 4°, то уравнение (15.2.16) примет вид

б J \\\Vu\2-2c0u]dxdy = 0. (15.2.17)
G,

Обозначим через П0 подпространство пространства U^h(G0),
образованное функциями, которые остаются постоянными в

каждой из внутренних областей G/ и равны нулю на dGo.
Норму в #о зададим формулой

\и\2 = \ \\vupdxdy;
G*

•соответственно скалярное произведение есть интеграл

[и, v] = \ \ Чи • Vv dx dy.

Вариационная задача (15.2.15) приводится к виду

\и — w0|==min, меЯ0)

тде ио в соответствии с теоремой Ф. Риса определяется
тождеством

У/и е Я0, [и, и0] = с0 \ \ и dx dy.
G«

Применяя принцип Хаара — Кармана, мы сведем задачу
упругопластического кручения к следующей односторонней вариа-
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ционной задаче:

\и — щ\ = тт, и^М;

М = {и<=Н0:\\\и\\\^К}\ (15.2.18)

||| «||| = sup ess | V« |.
G

Задача (15 2.18) сформулирована в статье Эллен Ланшон

[178]. При любом конечном значении с0 эта задача имеет одна

и только одно решение, которое мы обозначим через и* =
= w» (х, у, Со). В [178] доказывается, что это решение

удовлетворяет всем дифференциальным уравнениям и краевым
условиям задачи упругопластического кручения.

Если задан крутящий момент, то со следует определить из

уравнения

2 \ \иш(х, у, c0)dxdy = Q. (15.2.19)
G,

Каждому конечному значению с0 соответствует по формуле
(15.2.19) одно и только одно допустимое значение Q. Обратно,
как видно из результатов пп. 2—4°, каждому допустимому
значению Q из полуинтервала [О, Q) соответствует одно и только

одно конечное значение с0> и при любом значении Q е [О, Q)
уравнение (15.2.19) имеет одно и только одно решение.

6°. Займемся вопросом об устойчивости решения задачи

(15.2.18) относительно малых возмущений области G. Наряду
с задачей (15.2.18) рассмотрим такую же задачу для стержня
из того же материала и с нормальным сечением G', близким
к G. Близость областей G и G' определим следующим образом.
Обозначим через £, ц и х, у декартовы координаты в областях

G' и G соответственно и допустим, что существует
преобразование координат 5, которое взаимно-однозначно переводит GA
в G и G' в G (здесь G^ наименьшая односвязаная область,

содержащая область G')> причем якобиева матрица
преобразования S имеет вид / + 0(е)> где / — единичная матрица, а

е — малое положительное число. Тогда, если J — якобиан

преобразования S, то / = 1 + 0(e).
Задачу кручения для области G' можно записать так:

S \ ШУ+(Ю2- 2с'Аdl dTi=min- м'е п*
°n (15.2.20>

^
о

здесь Яу — подпространство пространства ttP^fG^), образованное
функциями, постоянными в каждой из связных компонент

множества G'Q\G'.
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В (15.2.20) выполним преобразование S; заметим, что оно

переводит Н'0 в /70. Обозначим V' = (d/dl9 д/дх\)9 тогда

\\ {(и,х)2\ Vx f -Ь 2и1хи/и (Ух, Ч'у) +
Go"

+ (uivf I v'y I2 — 2co"}dx d# = min« " (*» ^ = "' ft. Л). " е tf;

(15.2.21)

sup ess {(«/je)21 V'* |2 + 2ulxuly (Vx, Vy) + (uly)2 | v't/12} < K>.
G

В пространстве Я0 введем новую норму |-|j и

соответственно новое скалярное произведение [ , ] ь положив

J и li = \\ {Ш21V* I2 + 2и/хи/у (V'*, V*/) + (%)21 VV I2} / dx dy:
Go

(15.2.22)
Функционал

lxu = \ с'/// dx dy

ограничен в норме (15.2.22), поэтому l\u = [u,u\]\f где щ—

некоторый элемент из Я0. Наконец, обозначим через ЛГ
множество функций из По, удовлетворяющих последнему из

соотношений (15.2.21), и через ЩиН^ — левую часть этого

соотношения. Задача (15.2.22) принимает вид

ln-ttj^min, ие=ЛГ; ЛГ = {ие=7/0: |||н|||,</С}. (15.2.23)

7°. При переходе от задачи (15.2.18) к задаче (15.2.23)
меняются все параметры, определяющие задачу: элемент и0,

норма | • | и множество М. Докажем, что все эти изменения

малы в смысле определений § 5 главы 14.

Прежде всего докажем, что нормы |«| и | • |j связаны

неравенством вида (14.5.3). Выражение под знаком интеграла в

(15.2.22) есть квадратичная форма относительно и/х и и/у\

нетрудно видеть, что ее собственные числа суть А,* = 1 + 0(e),
k = 1, 2 В п. 6° было отмечено, что /=1 + 0(е). Из
сказанного следует существование такой постоянной бь зависящей
только от е, что Птб! = 0 и (1 —6i)2< Aft <(l+6i)2,

е-»0

k = 1, 2. А тогда

(1 —*i)|m|<I«iK0 +*i)l«|.

Теперь оценим величину \щ — щ\. Рассмотрим разность

[и, щ\ — [иу щ\ =

= \\g {u^UvAl - J\b'x?) + Ufytivyil - J \Vyf) -

— (u/xu\/y + u/yUi/x)J(V'x, v'y)} dx dy.
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Из последнего тождества находим \иу щ]{
— [и, щ]х = \и\ • \щ |Х

X О (е) и, следовательно,

[и, и0-их] = [н, и0] - [и, щ)х + \и| • \щ | • О (е).

Далее, принимая, что cQ
— c'Q= 0(e), получаем

[и, иЛ — [иу и1\1 = сЛ\ иdxdy — с'0 [[ uJdxdy =

= (co-co)\\ «rfx^ + <^ u(l-J)dxdy = \u\-0(e)
J J Go J J Go

и [и, uQ
— u{] = \u\(l +\щ |)0(e). Полагая здесь и = и0

—

uXt
«аходим

К —"lК Се (1 +1^1), С = const. (15.2.24)

Отсюда |mi|—|ио1^Се(1-f-|ui|); \щ \ <^.\щ\ + 0(e). Теперь то

же неравенство (15.2.24) дает \и0—- и{\ = 0(e); существует,
следовательно, такая величина бг, зависящая только от е, что

lim б2 = 0, | и0 — щК 62.

8°. Исследуя влияние замены множества М на М\ примем,
что G' cz G. Ниже это ограничение будет снято. Введенные

выше пространства //0 и Но будем теперь обозначать через

Hq(G) и Ho(G'). Функции класса Hq(G') доопределим в G0\Go»
доложив их там равными нулю; после этого H0(G') станет

подпространством пространства //((G).
Выше мы определили S как преобразование координат;

перенесем это определение также на функции, заданные в

соответствующих областях: если функция w(g, г\) определена в Gj»
то положим (Su)(x9y)=u(l(x,y)t т)(х,{/)),_где (x,y) = S(l,x\).
При таком определении S переводит М' в М; докажем, что при
этом выполняется неравенство (14.5.9). Пусть mgM, При этом

(I (х> у\ л (х, У)) €= Go»

y))*=G0\Go

„_, ("(£(*. У), Л(*. У))\
S и = <

10, (£(*, у), ц(х, 4

|w_ S_,«|= \\ \Vufdxdy +

Первый интеграл справа р силу условия пластичности Сен-
Венана (или Мизеса) имее! порядок О (г). Второй интеграл ра-
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вен

\ \ Ы [(1 - t,x? + (Ы1 + 2или,ч [(1 - 1,х) г\/у +

+ 1,у (1 - Цх)] + (и!у? [(ц/х)2 + (I - 'Л/.)2]} d* dy.

Якобиева матрица преобразования 5 имеет вид / + 0(е);
отсюда следует, что последний интеграл оценивается величиной

М20(е2). Окончательно | и - S~{uf= О (в) + \и\2 О (г) и \и—
— s~xu | = О (Уе) + | и | О (е) = (1 + | и |) О (Ув). Это означает

сущес1вование такой величины 63, зависящей только от е, что

Iim63 = 0 и U~5-1«|<63(1+|«|).
Из доказанного в настоящем пункте следует, что задача

упругопластического кручения стержня устойчива относительно

малых возмущений области нормального сечения стержня, если

возмущенная область лежит внутри первоначальной.
9°. Пусть область G' получена малым возмущением области

G, но G' не вкладывается в G. Построим область б, которая
может быть получена малым возмущением каждой из областей
G и G' и притом так, что как G, так и G' вкладываются в б.
По доказанному в п. 8° функции Прандтля и и и\
соответствующие областям G и G', мало отличаются от и — функции
Прандтля для области G. Но тогда и и и' мало различаются

между собой.

10°. На решение задачи упругопластического кручения

естественным образом распространяются результаты § 2 и 6

главы 14. Таким образом, если приближенное решение ti"
определено по методу Ритца (в частности, по МКЭ) как элемент

соответствующего подпространства НПу а и* есть точное значение

функции Прандтля, то

к-^1= 0(У(МО);
еп (и) = inf [| и - и"> | + ||| и - «<»> |||];

( bUM>

норма | • | и полунорма ||| • ||| определяются формулами

|и|2=$$ \Sjufdxdy\ HI и ||| = sup ess |уи|.

Погрешность искажения приближенного решения имеет

оценку О (У||Гя|| + ||б(я)|)| где Гп — искажение матрицы Ритца,

а б(п) — искажение столбца свободных членов системы Ритца.
11°. В литературе много внимания уделено приближенному

решению задачи (15.2.18). В случае односвязной области этот

вопрос обстоятельно изложен в [38]; некоторые результаты
содержатся в более ранней книге [146]. Случаю многосвязной
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области посвящена работа [170]. Оценки погрешностей в этих

работах отсутствуют.
Упругопластическое кручение стержней с односвязным

сечением изучалось как в точной, так и в приближенной постановке

в ряде работ и независимо от вариационного принципа. Первой
в этом ряду была знаменитая работа А. Надаи [121].
Интересные результаты в названном направлении были получены
в [33,34]. Отметим еще работу [123].

§ 3. ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА

1°. Введем следующие обозначения: а — постоянная

Пуассона упругой среды,

т(*~ **у\
(153Л)

V ^ху туу У

—

тензор напряжений,

хт = |V! (ххх - xyyf + т2ху]т (15.3.2)
— максимальное касательное напряжение, X и

У—составляющие объемных сил, Xv и Yv — составляющие поверхностных
усилий. Далее, G — конечная область в плоскости (я, */),

п

dG= М dGf — граница области G, dGj — ее связные компо-

/-о

ненты. Тензор напряжений удовлетворяет внутри G уравнениям
равновесия

Xxxix + ххУ1у + X = 0, хху/х + Туу/у + У = 0, (15.3.3)

а на dG — краевым условиям

ххх cos (v, х) + iXy cos (v> У) = ^v.
(15.3.4)

хху cos (v, х) + хуу cos (v, у) = Yv.

Если среда находится в упругом состоянии, то, по

принципу Кастильяно, тензор упругих напряжений, который мы

в этом случае обозначим через gf сообщает минимальное

значение интегралу

\\G[(l-2a)(xxx+Xyyf + 4x2m\dxdy (15.3.5)

на множестве тензоров, удовлетворяющих условиям (15.3.3),
(15.3.4). По условию пластичности Сен-Венана, в пластическом

состоянии и в условиях плоской деформации выполняется

равенство

Г2т = 4"' (ХХХ - Xyyf + Х\у = К\ (15.3.6)
а тогда, по принципу Хаара — Кармана, тензор Т упругопла-
стических напряжений решает одностороннюю вариационную
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задачу о минимуме интеграла (15.3.5) на множестве тензоров,
удовлетворяющих уравнениям (15.3.3), (15.3.4) и, кроме того,

неравенству

(тхх - xyyf + 4t2v < Щ2. (15.3.7)

2°. Сформулированную здесь одностороннюю

вариационную задачу сведем к задаче вида (14.1.1), (14.1.2). Введем
гильбертово пространство Я тензоров вида (15.3.1),
составляющие которых квадратично суммируемы в G, с нормой

| Т |2 = |$ J g [(1 - 2а) (ххх - Xyyf + 4x2m] dx dy}m (15.3.8)

и соответствующим скалярным произведением, а также

подпространство Н этого пространства, образованное тензорами,
удовлетворяющими однородным уравнениям равновесия

TxJC/X + Гху/У = 0, Txyfx + Хуу/у = О ( 1 5.3.9)

и однородными краевым условиям

ххх cos (v, х) + хху cos (v, у) = 0, хху cos (v, х) + хуу cos (v, у) = 0.

(15.3.10)

Аналогично тому, как это сделано в [84] для трехмерной
задачи теории упругости, можно доказать, что подпространство
Й 0 Н состоит из тензоров, которые удовлетворяют
соотношениям (15.3.3), (15.3.4) при подходящих Х> У, XVy Yv и

уравнениям плоской задачи теории упругости; в частности, £ е Я © Н.
Обозначим через 1||-!|| полунорму

||| Т ||| = sup ess xm. (15.3.11)
(х, y)*z G

Положим g = g+V, где V — произвольный тензор из Н. Если
inf ||| g ||| > /С, то односторонняя вариационная задача п. 1°
VgH

неразрешима (см. главу 14, § 1, п. 2°). Будем считать, что

inf № £ ||| < /С. Тогда найдется тензор Vo^H, такой, что

|||£|||</(, где g
= g+V0. Обозначив T=V— g, КеЯ, мы

приведем задачу п. 1° к виду

\V-g\ = min%VeM; М = {V е= Н : \\\V -g|||<К).
(15.3.12)

Последнюю задачу можно слегка упростить. Имеем V — g =
= (V—Vo)— Й> слагаемые справа ортогональны в метрике

(15.3.8) u\V -g\2 = \V-V0( + \ё\2 Постоянная \gfne влияет

на минимизирующий элемент V9 и ее можно отбросить. В
результате (15.3.12) заменяется следующей:

|V-K0l = min, KeM; M = {V s= H :\\\V - g\\\^K}.
(15.3.13)
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Аналогично тому, как это сделано в п. 2° § 2, можно

доказать, что множество М последней задачи замкнуто в норме | • |.
Если граница области достаточно гладкая, то основные

задачи линейной теории упругости можно свести к интегральным
(Фредгольмовым или сингулярным) уравнениям; подробнее об
этом см. [120, 81, 87, 74]. Несложный анализ этих уравнений
показывает, что при подходящем выборе необходимых метрик
тензор напряжений, решающий вторую краевую задачу теории
упругости, устойчив в метрике С (или Lz) по отношению к

малым изменениям объемных и поверхностных сил, а также

области, занятой упругой средой.
Опираясь на этот факт, сделаем следующее допущение: при

подходящем выборе метрик для объемных и поверхностных сил

и при подходящем определении малого возмущения области G

тензор напряжений £ устойчив в метрике C(G) относительно

малых возмущений перечисленных параметров; очевидно, при
этих же условиях тензор £ устойчив в метрике (15.3.8).

При малых возмущениях тензора £ и невозмущенном
тензоре Vo тензор g = g-\- Vq оказывается также мало

возмущенным; неравенство |llg!||< К при этом сохраняется. Отсюда
следует, что тензор g устойчив как в метрике C(G)> так и в

метрике (15.3.8) относительно малых возмущений внешних сил и

области.
Если малое возмущение испытывают только внешние

усилия, а область G остается неизменной, то элемент V0 и метрика
(15.3.8) остаются неизменными, меняется только множество М.

Тогда из результатов пп 5—7° § 5 главы 14 вытекает, что

тензор напряжений, решающий плоскую задачу
упругопластического состояния, устойчив относительно малых возмущений
вешних усилий, а также относительно малых возмущений
постоянной пластичности К.

3°. Рассмотрим вопрос об устойчивости решения плоской
задачи упругопластического состояния при малых возмущениях
области G. Будем предполагать, что эти возмущения

удовлетворяют требованиям, сформулированным в § 2. Временно
предположим еще, что возмущенная область G' cz G.

Объекты, связанные с областью G', будем обозначать теми

же символами, что и аналогичные объекты, связанные с

областью G, но со штрихом сверху. Возмущенная задача имеет

вид

| у' _ V'0\ = min, V' е= М'; М' = {Vo е Но: III V - / III < К}.
(15.3.14)

Введем в рассмотрение преобразование 5, описанное в § 2.

Объекты, полученные в результате этого преобразования,
будем отмечать индексом «1» внизу; в частности,

1Л' = $$ [(l-2<j)(xxx + Tyyf + 4x2m}jdxdyi (15.3.15)
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где / — якобиан преобразования 5. Из свойств этого

преобразования и из формул (15.3.15) легко вытекает, что норма | • |j
удовлетворяет неравенствам вида (14.5.3), (14.5.9). Тензор £
по предположению устойчив относительно малых возмущений
области G; отсюда легко заключить, что такой же

устойчивостью обладают тензоры g и Vo- Из результатов § 5 главы 14

следует, что тензор напряжений, решающий плоскую задачу
упругопластического состояния, устойчив относительно малых

возмущений области, если возмущенная область G' с: G.

Последнее требование несущественно
— от него можно

освободиться так же, как в п. 9° § 2.
4°. Для плоской задачи упругопластического состояния

верны оценки, аналогичные оценкам п. 10° § 2, для
погрешностей аппроксимации и искажения. Мы не будем
останавливаться на этом подробнее.

5°. Поставим вопрос: при каких обстоятельствах можно

утверждать, что решение плоской задачи упругопластического
состояния, полученное из принципа Хаара — Кармана, является

на самом деле решением этой задачи? По самой постановке

задачи тензор Т упругих напряжений, полученный на основе

этого принципа, удовлетворяет уравнениям равновесия
(15.3.9)—мы принимаем для простоты, что объемные силы

равны нулю. Далее, как показано в статье А. Хаара и Т.
Кармана [173], в упругой зоне этот тензор удовлетворяет
уравнению Эйлера, которое в данном случае сводится к

дифференциальному уравнению
Мгхх + гУу) = 0 (15.3.16)

и к краевому условию (если границы области G и упругой зоны

имеют общую часть) Tv = FVt где v — внешняя нормаль к dG
и Fv — вектор напряжений, действующих на элементарную

площадку границы dG\ это условие равносильно системе краевых
условий (15.3.4). В силу результатов той же статьи [173] в

пластической зоне тензор Т удовлетворяет условию
пластичности Сен-Венана.

Таким образом, в упругой зоне тензор напряжений
удовлетворяет системе трех дифференциальных уравнений (15.3.9)
и (15.3.16). Как известно, если Т удовлетворяет этой системе,
то можно найти такой вектор смещений, что соответствующий
тензор деформаций вместе с тензором Т удовлетворяет
уравнениям закона Гука.

В пластической зоне тензор Т удовлетворяет системе трех
уравнений (15.3.9) и (15.1.9). Этот тензор будет решать
плоскую задачу упругопластического состояния, если в

пластической зоне существует вектор смещений, который удовлетворяет
уравнениям (15.1.10), (15.1.11) и вместе со своей производной
по времени непрерывно переходит в вектор упругих смещений

при переходе через общую границу упругой и пластической зон
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[198]. Можно указать простое достаточное условие, при
котором последнее требование будет выполнено, так что принцип
Хаара — Кармана приводит к решению плоской задачи упруго-
пластического состояния. Это будет, если данные задачи не

зависят от времени. В этом случае тензор напряжений и

вектор смещений в упругой зоне не зависят от времени; на

граница раздела зон упругости и пластичности вектор скоростей
смещений равен нулю. Но тогда можно удовлетворить
уравнениям (15.1.10), (15.1.11), положив вектор скоростей
смещений тождественно равным нулю в пластической зоне.

Что касается вектора смещений в пластической зоне, то он

не определяется однозначно, из уравнений Сен-Венана и его

можно подчинить только двум требованиям: он не должен

зависеть от времени и он должен непрерывно переходить в

вектор упругих смещений на общей границе обеих зон.

Заметим, что высказанные в данном пункте соображения
полностью относятся и к трехмерной задаче упругопластиче-
ского состояния (см. ниже, § 4).

6°. В заключение данного параграфа заметим следующее.
Полунорма (15.3.11) не непрерывно дифференцируема, поэтому
вычисление приближенного решения наталкивается на

некоторые трудности. Можно упростить задачу, заменив полунорму
(15.3.11) следующей:

iiiniiP=T^HJu=T^{SS0[i-(T--^)2+
+ тЦ" dx dy}112", (15.3.17)

а неравенство ||| V — g ||| ^ К — неравенством

tV-g%<Ki (15.3.18)

здесь р достаточно большое натуральное число; очевидно,

полунорма (15.3.18) непрерывно дифференцируема, и при р->-оо
она стремится к полунорме (15.3.11). Обозначим множество

тензоров V, удовлетворяющих неравенству (15.3.18), через Мр.
Так как ||Н||р ^1|!-|||, то множество Мр не пусто, если не пусто
множество М. Очевидно также, что Мр— выпуклое множество.

Докажем, что оно замкнуто в норме |-|. Пусть {Vn}czMp—
последовательность, сходящаяся в упомянутой норме (формула
(15 3.8)) к некоторому тензору Vo- Тогда fn-*fo и фя-хро в

L2{G), где

In == У пхх Упуу> Ф/1 ===

Упхуу

/0
= Voxx Voyy> Фо = Voxy

Положим еще gxx
—

gyy = f, gxy = ф, тогда в L2 (G)

fn — f->fQ — f, Фл
-

Ф -► Фо
-

Ф- (15.3.19)
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Отсюда вытекает существование такой последовательности

{К„,}, что те же соотношения (15.3.19) выполняются для этой

последовательности почти всюду в G. По известной теореме
Фату (см., например, [33])

111^-§11|р=т^{^о[т^о-Г)2 + (фо-ф)2]р^^}1/2Ч
<
w^т(S L [т е«* - о2+(*■* - *)Т«* '"Г =

==SUp||l/nft-^||<^.

Это означает, что Vo е Мр и, следовательно, множество Л1р
замкнуто.

Аналогично можно упростить задачи § 2 и 4 (см. ниже).

§ 4. ТРЕХМЕРНАЯ ЗАДАЧА

1°. Пусть известны векторы F — объемных сил и Fv —

поверхностных сил, действующих на упругопластическую среду,
которая занимает конечную область Q трехмерного
пространства. Тензор напряжений Т удовлетворяет в Q

дифференциальному уравнению
d\vT + F = Oy (15.4.1)

а на границе этой области — краевому условию

T-v = Fv't (15.4.2)

v — внешняя нормаль к 3Q.
Если вся среда находится в упругом состоянии, то, по

принципу Кастильяно, тензор Т сообщает минимальное значение

функционалу

S S L Ьтпйу к+\у+т~)2+^dx dydz <15-4-з>

на множестве тензоров, удовлетворяющих уравнениям (15.4.1),
(15.4.2); через т,- обозначена интенсивность касательных

напряжений. Применяя принцип Хаара — Кармана, будем считать,
что тензор напряжений в упругопластическом состоянии

сообщает минимальное значение функционалу (15.4.3) на

множестве векторов, которые удовлетворяют кроме уравнений (15.4.1),
(15.4.2) еще и неравенству (15.1.23).

2°. Только что сформулированную одностороннюю

вариационную задачу преобразуем к обычному виду. Примем, что

тензор напряжений квадратично суммируем в Q. На множестве

таких тензоров введем норму

iT i2=S SL [та (т«+хуу+т«)2+Tlldx dydz (' 5-4-4>
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и обозначим полученное таким образом гильбертово
пространство через /?. Выделим множество Н элементов пространства
Я, удовлетворяющих уравнениям

divr = 0, Г-v |^ = 0. (15.4.5)

Как доказано в [84], Н есть подпространство в Я.
Ортогональное к Н подпространство состоит из тензоров упругих
напряжений: это значит, что если Г g /7 Э й, то Т

удовлетворяет уравнениям (15.4.1), (15.4.2) при подходящем выборе
векторов F и jFy, и существует такой вектор смещений и = (и(х),
и (у), u{z))y что

тхх = X div и + 2\шх,Ху хху = \i (их(у + иу/х)

и т. п.; X и [i
— постоянные Ляме рассматриваемой упругой

среды.
Пусть £ — тензор напряжений, решающий для области Q

задачу теории упругости при заданных F и Fv\ составляющие

этого тензора пусть будут gXXy gxy, ..., gzz. Ясно, что

|gA— Н. Положив T=V— £, мы сведем вариационную
задачу п. Г к следующей:

|V-£| = min, Vs=M = {Vz=H:\\\V-g\\\^K}, |11ГЦ = т,.

(15.4.6)

Как обычно, задача (15.4.6) неразрешима, если и =

= inf ||| V — g ||| > K\ она разрешима единственным образом,
V ей

если х < К; неразрешима или имеет неустойчивое решение,
если х = /С. Будем считать, что х < /С Тогда существует
такой тензор Vq ^ Ну что |||g||| < /С, g = Ко + й- Обозначим

V=V— К0. Тогда V— g=V'-g. Далее, \V - gf = \V f +
+ \g\2==\V'-—VQf+ \£\2> заменив обозначение V на У, мы

приведем задачу (15.4.6) к виду

|у - V01 = min, КеМ; М = {V е= // : ||| V - g|||<К).
(15.4.7)

Примем допущение, аналогичное тому, которое было
принято при анализе плоской задачи: тензор упругих напряжений
g устойчив в метриках С и (15.4.4) относительно малых

возмущений векторов F и Fv и области G. Тогда (ср. п. 3° § 2)
относительно тех же возмущений устойчив и тензор g. Повторив
рассуждения п. 3° § 2, мы убедимся, что решение трехмерной
задачи упругопластического состояния устойчиво относительно

малых возмущений постоянной пластичности /О
3°. Легко убедиться, что общая оценка погрешности

аппроксимации (14.2.11) верна для задачи настоящего параграфа:
если Г* — точное решение этой задачи, а Т*п)— ее приближен-
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ное решение, полученное заменой пространства Н его

конечномерным подпространством Нп, то

|Г.-^Ч=0(УМ77)). en(TJ= inf \\Т.-ТпЪ (15.4.8)

11Л1 = 1Л + |НЛ1|.
Точно так же верна и общая оценка погрешности искажения

(14.6.15).
4°. В заключение отметим некоторые работы, в которых

исследуются вариационные неравенства, относящиеся к

задачам упругопластического состояния. В [167] рассмотрены две
такие задачи: о плоском напряженном состоянии и о кручении
цилиндрического стержня; обе задачи исследованы в

вариационной постановке для односвязной области. Каждая из

названных задач сведена к уравнению с оператором,
удовлетворяющим условию теоремы Брауэра о неподвижной точке.

Аналогичный результат получен в [177] для трехмерной задачи.

В работе [168] даны оценки устойчивости для решений
некоторых вариационных неравенств; в качестве примера
рассмотрено прямолинейное течение вязкопластической жидкости в

трубе. В работе [169] принцип Хаара — Кармана использован

в рамках теории пластичности Прандтля — Рейсса.

Глава 16

ЗАДАЧА УПРОЧНЕНИЯ В ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ;

АПОСТЕРИОРНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В данном параграфе для облегчения ссылок коротко

изложены некоторые хорошо известные факты из теории
пластичности.

Г. Пусть изотропное тело, занимающее некоторую
конечную область трехмерного пространства координат (*, у, г),
находится в состоянии пластического упрочнения под
действием вектора объемных сил F =(Х, У, Z). Будем
пользоваться обозначениями главы 15; кроме того, составляющие тензора

деформации будем обозначать через ехх, вху и т. п. Примем,
что деформации малы, так что

ехх = 2uXIXt еху = иХ1У + иу/Х9 ... (16.1.1)
Согласно деформационной теории пластичности в состоянии

пластического упрочнения напряжения и деформации связаны

соотношениями
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и другими, получаемыми круговой перестановкой индексов ху

yt z. В формулах (16.1.2) k — коэффициент упругого изменения

объема, связанный с постоянной Пуассона а и модулем Юнга
Е равенством

k = {\-2o)IE. (16.1.3)

Далее, ^ = ^(Г2)—функция от квадрата интенсивности

деформаций сдвига, который определяется формулой

Г2 (U) = |- {(Uxfx — Uytyf + (Uyfy — Uzizf + (Uzfz — Ux/xf +

+ 4 [("*/* + "У!*? + (иУ* + u*ly)2 + (u*t* + м*/*)2]} » (16.1.4)

функция g является характеристикой данного материала в

состоянии пластического упрочнения. В общем случае эта

функция подчинена неравенствам

0<g(¥)<G, g'(t2)<0, g{?) + 2g'(l*)l2>09 (16.1.5)

где G — модуль сдвига материала в упругом состоянии. Мы

пример, что функция g удовлетворяет более строгому неравенству

go < г й)<о. (16.1.6)

go
— положительная постоянная, | > 0.
2°. Систему уравнений равновесия среды с упрочнением

можно записать в виде векторного уравнения в смещениях

Au = f, (16.1.7)
где

(Аи)х = - -gj[-§£div и + 2g [uxjx — -3 div «)] -
—

-djflS (и*/У + Uy/X)] —J^[g (Ux/z + Uzlx)]t (16.1.8)

a {Au)y и (Аи)г получаются круговой перестановкой индексов

xf у у z. Для уравнений (16.1.7) обычно ставится одна из двух
краевых задач. Первая краевая задача определяется условием

"1ао = 0, (16.1.9)

вторая — условием

t(u)\dQ = 0; (16.1.10)

здесь t(u) — вектор напряжений, действующих на элементарную
площадку границы dQ.

В последующих параграфах настоящей главы мы излагаем

с некоторыми изменениями содержание диссертации И. В.Алек-

сиевой; см. статью [2].
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§ 2. НЕКОТОРАЯ ОБЩАЯ СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЯ

Г. Пусть Н — гильбертово пространство. Рассмотрим
функционал Ф(и), определенный на всем пространстве Н и

обладающий следующими свойствами:

а) P = gradO существует в каждой точке и^Н\
б) производная Гато Ри существует в каждой точке и^Н

и область ее определения совпадает с Н\
в) Ри есть равномерно положительно определенный

оператор в Н\ это значит, что Ри симметричен и что справедливо
неравенство

{Kb А)> с,ЦАЦ2, (16.2.1)

где с\ > О не зависит ни от и, ни от /г;
г) Ф(0) = 0, Р(0) = 0.

Отметим, что из свойств б) и в) следует ограниченность

оператора Ри, так как симметричный оператор, определенный
на всем пространстве, ограничен. Таким образом,

\\Puh\\^c2\\hl VAetf, с2 = const > 0. (16.2.2)

Примем, что постоянная С2 не зависит от и. Из неравенств
(16.2.1), (16.2.2) следует двойное неравенство

с,||Л||2<(ЛА h)^c2\\h\f. (16.2.3)

2°. Докажем, что функционал Ф(и) непрерывен на Н. Пусть
h^H и ||Л||->0. Воспользуемся известными соотношениями,

связывающими функционал с его градиентом и оператор с его

производной Гато:

Ф(и + Н)-Ф(и)=[ (P(u + th), h)dty P = gradO, (16.2.4)

P(u + h)-P(u)=[l Pu+thhdt. (16.2.5)
Jo

Из этих формул следует

Ф (и + А) - Ф (и) = [' -$- \1 (Ри+ш тА, тЛ) Ш + (Р (и), А).
Jo т Jo

Отсюда по неравенству (16.2.3)

|ф(и + А)-Ф(и)|<2-|с^|А|Г + ||Я(и)||Ч1АИ—*0.

Очевидно, что непрерывен и функционал
F (и) = Ф («)-(/, А), (16.2.6)

где f — фиксированный элемент пространства Н.

Так как функционал Ф(и) непрерывен на Я, а производная
Гато его градиента равномерно положительно ограничена снизу,
то этот функционал существенно выпуклый (см., например»
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(90, § 66]). Существенно выпуклым будет и функционал
16.2.6)
Докажем, что функционал (16.2.6) слабо полунепрерывен

снизу в Н. Достаточно доказать, что этим свойством обладает

функционал Ф(и). Воспользовавшись неравенством (16.2.1),
получим

Ф(и + h)- Ф(и)=\1 ^ \\Ри+шт^ т!г) + (Р(и), Л)>
J, i т Jo

>%\\hf + {P(u)%h).

Пусть h слабо сходится к нулю. Тогда (Р(и)у Л)->0, и из

последнего неравенства вытекает, что

НтФ(и + А)>Ф(и). (16.2.7)
л-»о

3°. Для функционала Ф(и) справедливо двустороннее
неравенство

2"!Сз1|и||2 < Ф («X 2"lc4i|a||2; c3t c4 = const>0. (16.2.8)

Действительно, используя соотношение между
функционалом и его градиентом, справедливое, если Ф(0) = 0:

Ф(и)=[ (P(tu), u)dU
Jo

Ф(и)=[ (P(tu)yu)dt=[ (P(tu) — P(0), u)di==
Jo Jo

= \ dt \ (Pxtutu, u) dx = \ t dt\ (p'xtuU, u) dx9
Jo Jo Jo J о

и из неравенства (16.2.1), (16.2.3) вытекает неравенства

(16.2.8).
4°. Покажем, что функционал F(u)—возрастающий в #_

В силу правого неравенства (16.2.8) имеем F(u)^ 2~1с4\\и\\2 -J-
+ 11Я1-11м||, откуда следует, что функционал F конечен, если

конечна норма \\и\\. Применяя далее левое неравенство (16.2.8)
и неравенство Коши, находим F(u)^ 2-1с311и112—llfll'IMI и,

следовательно,

F(u)/\\u\\ > оо. (16.2.9)

5°. Из теорем, доказанных в [90, § 66], и из свойств

функционала F, доказанных выше, вытекает следующее
утверждение.

Теорема 16.2.1. Функционал F(u) имеет в пространстве Н
абсолютный минимум, который достигается в единственной
точке. К этой точке слабо сходится любая минимизирующая F
последовательное! ь.

29Г
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Пусть и* есть решение задачи о минимуме функционала
F(u). Тогда (см. [90]) элемент а* о0ращает в нуль оператор
grad/7 и, следовательно, удовлетворяет уравнению

Pu = f. (16.2.10)

Теорема 16.2.2. Приближенные по Ритцу решения задачи о

минимуме функционала F можно построить при любом п\ для

функционала F последовательность этих решений — минимизу-
рующая.

Функционал F непрерывен и полунепрерывен снизу в Я;
кроме того, он возрастающий в Я. Тогда утверждение теоремы
16.2 2 вытекает из теоремы, доказанной в [88] (см. также

[90, § 70]).
6°. Пусть функционал W(v) — встречный (см. § 7 главы 1)

для F, так что Wmin = —Fmin. Возьмем последовательности

{ип}у {vm}y минимизирующие соответственно F{u) и ^(и).
Воспользуемся тождеством (16.2.4), из которого следует, что

F(ua)-FW=[0(P(u. + Th)9 h)dx-(f9 Л), (16.2.11)

где и* — точное решение уравнения (16.2.10) и h = un—и*.

Используя далее тождество (16.2.5) и неравенство (16.2.1),
получаем

F{un)-F(uJ^c\\un-uJ2, c = const>0. (16.2.12)

Отсюда и из цепочки соотношений

F (ип) + V (О = F (ип) - F (иJ + F (иJ + V (vm) > F (un) - F (и.)
•следует

\\un-uJ^c^F(un) + W(vm), (16.2.13)

•что дает апостериорную оценку приближенных по Ритцу
решений уравнения (16.2.10).

7°. Пусть Нп — подпространство пространства Я, в котором
строится приближенное решение по Ритцу ип> и пусть <$п{и) —

наилучшее приближение элемента и элементами

подпространства Нп. По неравенству (16.2.12)

W> € ЯЛ, || ип - и. ||2 < c~*[F (ип) - F (и.)] <
< c~l [F (и<я>) - F (иш)]. (16.2.14)

Далее, справедливо тождество

/•(«. + h)-F(ut)=\\^-\\{P'u^hxh, xh)dx-(f, h). (16.2.15)

Действительно,

F(u. + h)-F (и.) = [п (Р (и. + th), h) dx - (/, h) -

- Ji(P(«.+ xA)-(/(«.), ^)d^\^-\l(P^t%hxh, xh)dt.
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Положив здесь h = w(n) — и* и применив неравенство

{16.2.3), найдем

У/и™ е НПУ F (и**) - F (иJ < (<у2) \\ и™ - и. ||*.

Подставим это в (16.2.14) и возьмем за w<rt) тот элемент

пространства Я«, на котором достигается равенство ||и(п) —
— и*\\=&п(и*). В результате получится оценка погрешности
аппроксимации метода Ритца для задачи настоящего

параграфа:

IK-M<V^/2^K). (16.2.16)

§ 3. ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

Г. Нетрудно убедиться, что первая краевая задача,
определяемая уравнениями (16.1.7)— (16.1.9), равносильна задаче

о минимуме функционала

Л (и) = Ф, (")-(", f)=[0(A(tu)9 u)dt-\QufdQ (16.3.1)

на функциях, удовлетворяющих краевому условию (16.1.9) на

<3Q. Простые выкладки показывают, что

Ф{(и)=\[о(А(Ш), H)tf/ = ^$Q(divH)2dQ +
+ \QN(u)dQ \lQg(t2N(u))tdt; (16.3.2)

здесь и ниже dQ = dxdydz\ N(u)= Г2(ы) — квадрат
интенсивности деформации сдвига — определяется формулой (16.1.4).

Введем в рассмотрение гильбертово пространство Н\ с

нормой

|и i2=L к*+иш+и«*+Ку+иу/*у+
+ (UyIZ + иг1УУ + (И№ + Ux/2f] rfQ, (16.3.3)

соответствующее скалярное произведение обозначим через
[u, v]. Пространство Н\ — энергетическое пространство
линейного оператора первой краевой задачи теории упругости при
значениях постоянных Ляме X = 0 и ц

= 1/2.
2°. Наша ближайшая цель—показать, что функционал

Ф\(и) удовлетворяет в Н условиям а)—г) п. 1° § 2. Прежде
всего отметим, что для функции gy удовлетворяющей
неравенству (16.1.6), функционал Ф1 удовлетворяет, в свою очередь,

неравенству

Ф, (U) < -j- $ц (diV U? dQ + £ Jq [2 (ИХ/Х Ч- И„/у + "г/г)2 +

+ {Uxiy + ^/.х)2 + («v/2 + Uг,у)2 + (Мг/х + Uxpf\ dQ <

^ С| | U |2, С! = COnst
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В то же время

Oi(«)>-^-^(divw)2rfQ + -^^ N(u)'dQ>c2\u\2, c2 = const.

Таким образом,
^М^Ф^ыХ^И2. (16.3.4)

Отметим еще, что <Di(0) = 0.
3°. Докажем, что в любой точке и^ Нх существует Pi =

= grad(Pi. Пусть и и h — произвольные элементы пространства
Н\. Простые, хотя и несколько громоздкие выкладки
показывают, что

Фс LU=3Fbd,vwdlvAdQ +
+ \QN(ufh)g(T*(u))dQt (16.3.5)

N(u, ft)— билинейная форма, соответствующая квадратичной
форме N(u) = T2(u).

Формула (16.3.5) показывает, что йФ\(и + xh)/dx\T^0 есть

линейный функционал над ft e Ни каков бы ни был элемент

и е Н\9 а это означает, что Pi = gradd>i существует при любом

меЙ1. Нетрудно оценить норму функционала Р\(и):

I [Pi (и), h) К(З^)"1 Jj divи | • | divA\dQ + G Jj tf (а, ft) |rfQ<

+ G[J^(W)dQjQiV(/z)dQ]1/2,
отсюда следует, что |Р|(и)|^с|и| и, в частности, Р(0) = (Х

4°. Докажем теперь, что р[и существует в любой точке и^ Hi
и представляет собой равномерно положительно определенный

оператор, заданный на всем пространстве Н\. Для этого рас-
смотрим выражение

±(Px(u + to), Л)|,_0.

По формуле (16.3.5) находим

A-(P(u + tv), A)|,H>=^^divodiv/k + tf(t>, *U(tf(iO) +

+ ЛГ(и, ft)tf(«, a)g'(N(w))]rfQ.
Правая часть последней формулы есть линейный функционал
над ft, ограниченный при любых фиксированных м,ие Н\.
Отсюда следует, что эта формула определяет линейный оператор
над v, который и является производной Гато оператора Pi.
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Обозначая его, как обычно, через Р\иъ, имеем

iP'iuV, h\ = \Q [(3k)-{ div v div h + N (v9 h) g (N (a)) +

+ N(u, h)N(u, v)g'(N(u))]dQ. (16.3.6)

Положим v = h:

\P\uK h] = \Q[mrl(divhf + N(h)g(N(u)) +

+ N2(u, h)g'{N{u))]dQ. П6.3.7)

Как показывают неравенства (16.1.5) и (16.1.6),

g (N (и)) >g0, 2~ lg (N (u)) + N (u) g' (N (u)) > 0;

«з соотношения (16.3.7) и из неравенства Корна теперь следует
неравенство

\P\uh, А]> \9\(Щ-{(divh)2 + 2~lg0N(h)]dQ>

>c\h\2\ с = const > 0. (16.3.8)

Утверждение настоящего пункта доказано.

5°. Результаты пп. 2° — 4° показывают, что в

рассматриваемой задаче выполнены все предположения а)—г) § 2, и

потому для этой задачи верны соответствующие выводы,
сделанные в § 2. В частности, справедливы теоремы 16.2.1, 16.2.2,
оценки погрешности аппроксимации метода Ритца и

построение апостериорной оценки с помощью встречных функционалов.
Последний вопрос мы подробнее рассмотрим в следующем

параграфе.

§ 4. ВСТРЕЧНЫЙ ФУНКЦИОНАЛ

Г. Укажем функционал, встречный для функционала F(u)
{формула (16.3.1)). Это хорошо известный в теории

пластичности функционал дополнительной работы. Напомним его

определение.

Рассмотрим множество симметричных тензоров Г,
определенных и квадратично суммируемых в Q; составляющие этих

тензоров пусть будут %хх, %ху> ..., т22. С каждым тензором этого

множества свяжем симметричный тензор е = е(Г) с

составляющими 8ллг, Вху, . . .
, 8zz, ГДе

Вхх = kx + 2~*g (т/) (Ххх — Т), ВХУ = g (т?) Тху> (16.4.1)

а остальные составляющие получаются круговой перестановкой
индексов х, уу г. Далее, т = (ххх + туу + т2*)/3, а п—

интенсивность касательных напряжений — определяется формулой
(15.1.18). Наконец, функция g определяется формулой

gW= [g(T2W\ (16.4.2)
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где Г2 следующим образом определяется по тензору е:

Г2 = б"1 [(в„ - гуу? + (гук
- eZ2)2 + (ггг - zxxf] +

гху + гуг+ *ly + *lz + *lx- (16.4.3)

Если е есть тензор малых деформаций для некоторого

вектора смещений и, то формула (16.4.3) совпадает с формулой
(16.1.4) для интенсивности деформаций сдвига. Очевидно,

£'W)>0, 0'l<gW)<^"1. (16.4.4)

Рассмотрим подмножество М\ тензоров 7\ для которых

определены почти всюду и суммируемы с квадратом в Q

выражения

dtxx
, дгХу ,

дххг дтху дхуу х дтуг
дх 1

ду дг *

дх '

ду
г дг

'

^г- + "^-
+ ^г-- (16-4-5>

Множество Mi превратим в предгильбертово пространство,
введя в нем норму

|| г «*=$„ ге.+х1у+ч,+2 (^+^+адл об-4-б>

и соответствующее скалярное произведение. Пополнив это

пространство, получим гильбертово пространство, которое
обозначим через Н\. В этом пространстве определим функционал

xv^=\A^x2+ So'r(e)rfr']dQ- (16-4J>

Согласно принципу дополнительной работы [69]
функционал ^(Т) достигает минимума на тензоре напряжений 7\
который соответствует точному решению задачи (16.1.7) — (16.1.9).

2°. Докажем, что

min ^ (Г) = — min F (w), (16.4.8)

где F — функционал (16.3.1). Для этого достаточно вычислить

значение Ч^Г) на тензоре Г, соответствующем упомянутому
точному решению.

Из соотношений (16.1.2) вытекает, что

div и = 36т, xt = g (Г2) Г, Г = Г (и.).

Дифференцируя второе равенство, получаем

Г dxt = 2"1 [g (Г2) + 2ГУ (Г2)] dT\
Отсюда

V«* - U"6F <div и*У + Т So"
(U*]

te №) + 2Sg' (I)] rfl} dQ.
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Последнюю формулу преобразуем. Выделим справа и возьмем:

по частям интеграл

Теперь

Wmln = -1- Jo (div uf rfQ - 4 $a rfQ J"1"*' Я 'S) <£ +

+ \QN(ut)g(N(u,))dQ. (16.4.9>

Если в последнем интеграле справа в (16.3.2) сделать

замену l = t2N(u*), то из (16.3.1) найдем

Flmin^Fl(uJ = -^\Q(divufdQ+^\adQ\Noiu')g(l)dl-(um, /)..

(16.4.10>

Далее, (u*,f) = (A(«„), ы»), где Л — оператор (16.1.8), или

(u„f) = \QA(um)u.dQ.
Интегрируя по частям и принимая во внимание краевое

условие ы, |аа = 0, получаем

Ja А (и.) и, dQ = -±- Jq (div ы.)2 dQ + JQ tf (и.) g (Г2 («.)) rfQ.

Подставим это в (16.4.10):

/rimin = -^SQ(div^2rfQ + y5QrfQ5^("*)ff(^^--
-J0^(«.)er(^(«.))rfQ-

Сравнив последнюю формулу с (16.4.9), получим равенство*

(16.4.8). Этим доказано, что функционалы F\ и W — встречные.
Как показано в § 2, отсюда вытекает апостериорная оценка

погрешности для приближенного по Ритцу решения первой

краевой задачи теории упрочнения.

Используя общую схему § 2, можно доказать, что метод

Ритца, примененный к функционалу W дополнительной работы,
дает для этого функционала минимизирующую
последовательность. Это создает возможность за счет выбора достаточно

далекого элемента этой последовательности сделать

апостериорную оценку сколь угодно точной.

§ 5. ВТОРАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

В краевом условии (16.1.10) внешние силы, действующие
на поверхность тела, равны нулю, и условия статики сводятся
к следующим:

JQ/rfQ = 0, \QrXfdQ = 0. (16.5.1>
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Здесь г — радиус-вектор точки (xyy,z)y а знак «X» означает

векторное произведение. Вектор смещений можно подчинить

аналогичным условиям:

^QudQ = О, jj(/ X и dQ = 0. (16.5.2)

Примем, что область Q удовлетворяет известным условиям,
описанным, в частности, в [84, глава IV]. Введем в

рассмотрение гильбертово пространство Н2у элементы которого суть

векторы смещений, удовлетворяющие условиям (16.5.2); норму
в #2 зададим той же формулой (16 3.3), что и для

пространства Н\. Очевидно, что Н2 есть энергетическое пространство
второй краевой задачи для линейного оператора теории
упругости при постоянных Ляме А, = 0, ц = 1/2. В силу условий
(16.5.2) и условий, которым подчинена область Q, для

векторов пространства Н2 справедливо известное неравенство Корна,
из которого вытекает вложение Н2 <= W2](Q).

Скалярное произведение и норму в Н2 обозначим прежними
символами [ , ] и |-|.

Зададим функционалы Ф2(и) и F2(u)y определенные на

элементах пространства Н2 формулами (16.3.1), (16.3.2). Нетрудно
установить неравенства

k2|w|2<<D2(w)^Ki |«|2; xt, щ = const > 0. (16.5.3)

Легко доказывается, что обобщенное (в Н2) решение второй
задачи теории упрочнения сообщает минимальное значение

функционалу F2. Нетрудно также доказать, что задача о

минимуме функционала F2 подходит под общую схему § 2, и для

этой задачи верны все выводы названного параграфа.
Введем _в рассмотрение пространство /72, аналогичное

пространству Н\ (§ 4), но отличающееся от него тем, что тензоры
из Я2 создают на dQ усилия, равные нулю. Можно доказать,

что функционал дополнительной работы, заданный на

пространстве #2, является встречным для функционала F2 и,
следовательно, позволяет построить апостериорную оценку
погрешности для второй краевой задачи теории упрочнения.



ДОПОЛНЕНИЕ

ИЛЛЮСТРАТИВНЫЕ ПРИМЕРЫ

Цель данного дополнения — на примерах, по возможности

простых, показать, как можно фактически вычислять оценки

погрешностей, исходя из соотношений основного текста

настоящей монографии. Предполагается, что вычисление

приближенных решений производится с повышенной точностью — при этом

условии выведена большая часть упомянутых оценок, а сами

формулы для погрешностей оказываются достаточно простыми.

Автор стремился подобрать примеры так, чтобы оценки

погрешностей можно было вычислить, не прибегая к большим

ЭВМ и, в частности, к специальному программированию. Это,

разумеется, возможно не всегда; автор хотел показать, что

случаи, когда такое простое вычисление возможно, не так уже

редки, а ведь оценки погрешности содержат важнейшую
информацию о качестве полученного (обычно с затратой большого

труда) приближенного решения. К этому можно добавить, что,

по-видимому, в идеале любые машинные вычисления должны

сопровождаться оценкой их погрешности. Заметим, что в ряде
случаев использование больших ЭВМ и специального

программирования может оказаться необходимым для оценки

погрешностей. Это может произойти, например, при решении
линейных алгебраических систем методом Гаусса (см. главу 5);
если порядок системы достаточно велик, то оценка нормы
||1||, от которой весьма существенно зависит погрешность
метода Гаусса, может оказаться трудоемкой и невыполнимой

вручную.
Дополнение содержит пять параграфов. В § 1 оценивается

погрешность метода Гаусса для алгебраической системы,

матрица которой заимствована из книги [26, ч. I]. Для этой
задачи оценка нормы матрицы L по формулам главы 5
оказывается грубой, но использование специальной структуры ис-
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ходной матрицы позволяет оценить ||L|| гораздо точнее и без

затраты больших усилий.
Погрешности решения той же системы оцениваются в § 2

для методов Холецкого, сопряженных направлений в

наискорейшего спуска. В § 3 оцениваются погрешности классического

метода Ритца для задачи Дирихле (уравнение Пуассона) в

части кругового кольца, в § 4 рассмотрена первая краевая
задача для обыкновенного дифференциального уравнения 2-го

порядка, решаемая по МКЭ. Наконец, в § 5 оценивается

погрешность решения некоторого уравнения Фредгольма с

симметричным неотрицательным интегральным оператором.

§ 1. МЕТОД ГАУССА

1°. Рассмотрим уравнение

Ax = f9 (1.1)

где f—произвольный вектор евклидова пространства Rmy a

матрица А порядка т имеет вид [26, задача № 50]

Га + b а ... а

л \ а а 4-Ь ... а
А= I

La a ... а + Ь

будем считать, что а > О, b > 0. Обратная матрица А~х
получается из данной заменой а и b соответственно на

а' = - a/b (b + am), b' = 1/6. (1.3)

Оценим нормы ||Л|| и \\А~1\\. Это можно сделать двумя

способами. Первый способ был использован в главе 5: разобьем А
на сумму матриц, каждая из которых имеет ненулевые
элементы, равные соответственно 'а + Ь или а, только на одной
диагонали. Нормы этих матриц равны соответственно а + Ь
и а и ясно, что

H||<a + 6 + 2(m-l)a = (2m-l)a + 6. (1.4)

Аналогично

ll,4-4l<rJLfl а } I (2m-l)a
_

6 + (3m-2)a n -,

"л '1^6 V1 Ь + ат)^ ЫЬ + ат) Ь (Ь + am)
' (1'^

Другой способ вытекает из неравенств ЦЛЦ^ЦЛЦ^, ||Л-Ч1^

lMH2<m(a + 6)2 + (m2-m)a2; (1.6)

|| Л"11|2 < m (a' + Ь'? + (ш2 - т) а'2 =
т Г« а \2 , (т2 — т) а2 . .

"""^l1 b + am) +
(b + am)2

я I1'7'

(1.2)
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2°. Для определенности положим далее a = b = l, так что

а'=_1/(ш+1), Ь'=1:
2 1 ... 1 1

Л-=
1 2

А~{ =

L1 1 ...

1 1

т + 1

1

т+ 1

т + 1

т

т+ 1

т+ 1

1

т+ 1

1

/72+ 1 т+ 1 т+1 J

(1.8)

Формулы (1.4) — (1.7) дают следующие оценки:

||Л||<2/п, || А ||< л/т2 + 3/п;

М_,И<
3/п —1

т+1
|Л-'ц<

т3 + т2 — т

(т+1)2

Для ||Л|| выгоднее вторая оценка, для ИЛ-1!!—первая.
Несколько увеличив правые части этих оценок, получим

||Л||<т + 2, ИЛ-ЧКЗ, Рл<3т + 6. (1.9)

Небезынтересно выяснить, насколько точны формулы (1.9).
Матрица А — симметричная; в [26, ч. III] приведены значения

ее наибольшего и наименьшего собственных чисел: Хтах =
= та + by Xmin = Ь. При я, Ь > О они положительны, значит,

матрица А — положительно определенная; отсюда ||Л||=А,тах =

= тя + 6. \\А~ || = Я^ш = 1/6. При выбранных здесь

значениях а=1 и 6=1 будет ||Л||=/л+1, ||Л"!||= 1. Ниже мы

будем пользоваться значениями (1.9), потому что они получены
достаточно простыми средствами и довольно близки к точным

значениям.

3°. Займемся прямым ходом по Гауссу. При а = 6 = 1

матрица Л дана в (1.8). Наибольший ее элемент расположен в

левом верхнем углу, поэтому перенумерация строк и столбцов
не нужна, и мы получаем а^ = —1/2, / = 2, 3, ..., т. После

исключения первой неизвестной получится новая матрица

2 1 1 1 ... 1

3/2 1/2 1/2 ... 1/2

1/2 3/2 1/2 ... 1/2

1/2 1/2 1/2 ... 3/2 J
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Дальнейшей обработке подлежит- матрица, отгороженная

пунктирными линиями. Ее наибольший элемент опять расположен
в левом верхнем углу, и мы находим ct(3°/)= —1/3, / = 3, ..., т.

Нетрудно убедиться в справедливости общего соотношения

1//, / = /, /+1, ...
,
т. (1.10)if

Формула (5.3.14) дозволяет сразу записать матрицу L 1:

1

1/2 1

1/3 1/2 1L"1-

Отсюда

(1.11)

\Мт 1/(т- 1) ... 1/2 1

IL-MK 1 + 1/2+ ... + \/т< 1+lnm. (1.12)

4°. Матрица L определяется формулой (5.2.5), а ее

элементы, расположенные ниже первой боковой диагонали, —

рекуррентной формулой (5.2.4), в которой надо положить / =

= / + х+1 и, следовательно, /^х + 2. Пусть х=1, тогда

/>3, |а<°/|<1/3; по формуле (5.2.4) |а$|< 1/3(1 + 1/3) < 1.

Допустим теперь, что при некотором индексе и — 1 ^ 1 будет
[а//~!) |^ 1/(и— 1). Оценим |а(^|. Так как /^и + 2, го по

формуле (1.10) |a(^|^ 1/(х + 2) и далее по формуле (5.2.4)

U-i Ч к2кч<-*</ l^8 И + 2

Но х>2, и в результате

!
+ х-2

а<*>| <1/х. (1.13)

Теперь можно оценить ||L||; это будет оценкой и для ||£||
(определение см. в главе 1, § 2, п. 1°). Воспользуемся для этого

приемом п. 3° § 2 главы 5: представим L в виде L= Х)™-о Mk9
где Мо = /, а Mk, & > 0, определяется формулой (5.2.6).
Очевидно,

IIAf*|h max

l<v<m-Jfe

<
( 1/2, k = l9

-1), *>2;
отсюда

m-l m-1 m-l

ILK I A*ft<l + {+ ^ ^гт =4+ J ^h-<
fc=0 /г=2 fc=»3

<|+ln(m-2). (1.14)

Последняя оценка существенно лучше общей оценки (5.2.11).
5°. Приступим к вычислению оценок погрешностей В целях

большей конкретности результатов положим далее т = 100. По

308



формулам (5.3.3), (5.3.4) с учетом результатов формул (1.8),
(1.13)

liriKe^l + V^II^II-Hli; IISIK2eJILII.il/ll,
где Гиб суть погрешности соответственно матрицы и вектора

свободных членов системы, полученной в результате прямого
хода по Гауссу (системы (5.1.7)). Если, например, вычисления

проводились на ЭВМ БЭСМ-6, то ei<2-10~12 и ЦПК2-10-8-
•||6||^3-10-и. Далее, из формул (5.3.7), (5.3.8) следует, что

если ||Л"|||'11^"|И-11Г11= Р < It T0 погрешность искажения

(погрешность решения, возникающая из погрешностей прямого
хода по Гауссу) оценивается так:

6<IM"'illlllpL"'llDirii-M-'|.||/ii+iiaia
В данном случае, как показывают совсем простые подсчеты,

р<2-10"5. Пренебрегая в формуле для g достаточно малой

величиной р по сравнению с единицей, получаем, что g <
<1,08-10~6 H/ll; мы пренебрегли здесь также вторым
слагаемым в квадратной скобке, так как оно существенно меньше

первого.

6°. Погрешность округления (погрешность обратного хода),
оценивается формулой (5.4.4)

||Yll<(l-prlM"lH-iU"l|Mla||,
причем ||а|К eiftolH-111*11 Л1» гДе b0 = max\bkk\ и числа bkk суть
диагональные элементы матрицы И = LA. Имеем (а,л —

элементы матрицы (1.8))

где hi суть элементы матрицы L. Из формулы (1.13) видно,
что элементы матрицы L, лежащие на диагонали с номером
у. > 2, не превосходят единицы по модулю; тем же свойством

обладают и элементы первых двух диагоналей. Таким образом,
|/*/|^1 и bkk^m+l. В нашем примере 60 ^ Ю1. Теперь
||а||<; 2,02- Ю-10 ||/||. Пренебрегая опять малой величиной 3
по сравнению с единицей, получаем

||Yll<36,36-Ю-101|/||; (1.15)

здесь использована формула (1.12), по которой при т = 100

будет IIL-4K6.
Общая погрешность б решения системы по методу Гаусса

не превосходит величины g+llvll- В нашем примере HyII имеет

оценку, существенно меньшую, чем g, поэтому с точностью до

малых высшего порядка общая погрешность б решения нашего

примера по методу Гаусса имеет оценку

а<Ю-бЦ/1!. (1.16)
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§ 2. ДРУГИЕ ТОЧНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

1°. Будем рассматривать тот же пример, что и в § 1. Мат»

рица (1.2)—положительно определенная, если а > О, Ь > 0, и

нашу систему можно решать по методу Холецкого. Формула
(6.2.15) дает оценку полной погрешности названного метода.

Напомним, что в формуле (6.2.15) Р = Ъ\-у/Ра> c0 = maxskk и

что в рассматриваемом примере га = 100. Как было выяснено

в § 1, ||/H||<3, ||Л||< 102 и, следовательно, РА < 306. Чтобы
воспользоваться формулой (6.2.15), достаточно оценить с0- Из

формулы (6.2.3) следует; что. skk^^2t и можно принять

со = 1,42. Далее, V^7<18 и р<36-10-12. Число 0
—

достаточно малое, и при вычислениях по формуле (6.2.15) мы им

пренебрежем. Теперь простые вычисления дают оценку

||6(х)||<2.10-9. (2.1)

2° Применим к нашей системе метод сопряженных
направлений, погрешности которого исследованы в § 4 главы 6.

Матрица (1.8), как уже было отмечено, — симметричная и

положительно определенная, поэтому, применяя метод
сопряженных направлений, можно принять В = С = 1 и К = А. Если

он, k = 1, 2, ..., га,— система «Л-ортонормированных»
векторов, то решение имеет вид

Как и выше, полагаем а = Ъ = 1, т = 100. Так же, как в § 4

главы 6, систему векторов {ю*} будем строить через ортогона-
лизацию системы {qpfe}, Щ = еъ/\ек\9 где вн — координатные
векторы, и будем считать, что нормы \ek\ и векторы <р*
вычислены столь точно, что их погрешностями можно пренебречь»
Как и выше, будем считать, что вычисления производятся на

ЭВМ БЭСМ-6 и что все промежуточные вычисления

производятся с повышенной точностью, так что верна формула (1.1.9)»
Было выяснено, что формула (6.4.18), дающая оценку
погрешности метода сопряженных направлений, верна с точностью до

величин высшего порядка малости, если Р\ъ\ < 1. В нашем

примере Ра < 306 и Р\г{ < 5.3 • 10"°. Последняя величина

достаточно мала, и формула (5.4.18) применима. По этой

формуле легко находим

II б IIUX 5,6-Ю-91| f||. (2,3)

3°. В данном пункте мы применим метод наискорейшего
спуска к уравнению с матрицей (1.8), но произвольного

порядка т. Как об этом сказано в § 1, матрица А имеет только

два различных собственных числа, поэтому (см. главы 7, § 3,
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п. 1°) по методу наискорейшего спуска достаточно сделать
только две итерации.

Формула (3.8.7) дает оценку погрешности искажения м-й

итерации. Нас в данном случае интересуют только два

значения /i = l, 2; примем еще во внимание, что |0 = 0, потому что

начальное приближение не вычисляется, а задается. Теперь

Ei<l*ilfo>M + ||/||)f

Ъ < ("ПГ1 + I *21М) g, + | *21 (cQM +1| f ||);
(2'4)

обозначения пояснены в главе 3, § 8.
В нашем примере М = А,тах = т + 1, \х

= Кт\п = 1. Примем,
что начальное приближение *o = 0. Из формулы (3.8.3) легко

получить верхнюю границу для IU(/l)||, которую можно принять
за Со- Именно по формуле (3.8.3), принимая во внимание

значение |i
= 1, находим

ll^l^iujt + I^IKIM-'l.iifii + S/lkiifii + l^'ll.
Вычислим х(1). Имеем

*<■> = Ах™ - о0у«» = - о0у«» = - */°> || */<°> \?Ш°\ «/«»).

Но j/<» = Л*«»-/ = -/, поэтому *(1) = ||/||2f/(4/, /). Теперь

Иу'ЧкЦт^Т)—/||-llfll.
Верхняя грань оператора справа не превосходит Я,тах

— 1 =*
= т. Отсюда || y{U\\<m\\fl II *(/1) || < (т + 1) || f ||, и можно

положить с0 = (т+ 1)11/!|.
Допустим теперь, что сг0 и ^ вычислены с относительной

погрешностью еь так что | #k l^cr^.jej, k = l, 2. Далее, оп_х =
= ||^/|-,,||2/(i4z/(/l"1), #(rt-1)X lAmin= 1- Отсюда следует в силу

формул (2.4)
ei<e1[(m+ 1J»+ 11 -llfn,

i2<(m + 81(m+l))[(m+l)2+l]8|l/|| + e1[(m+l)2+l]||/|l.

.Отбросив члены высшего порядка малости, приходим к

следующей оценке погрешности искажения в нашем примере:

t2^e{(m+l)[(mi-ir+l].\\fl (2.5)

В частности, если w=100, то |2 < 1,9 • l(T6||f||.
Обратимся к погрешности - округления. Она определяется

формулой (4.4.4), в которой следует положить я = 2; кроме
того, можно считать, что справедливо приведенное выше

неравенство |<Ьг|<; г\Ок-и а в формуле (4.4.2) можно пренебречь
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членом с &'. В результате получаем х—(М — ц)/ц и

окончательно по формуле (4.4.4)

lY(2,K(T+l)8, (2.6)

Если m=100, to Hv(2)ll< 1>8« Ю-10; в этом случае
погрешность округления заметно меньше погрешности искажения, и

допустимо считать, что общая погрешность метода
наискорейшего спуска оценивается правой частью формулы (2.5).

§ 3. КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД РИТЦА

1°. В плоскости декартовых координат tu /2 рассмотрим

д2х , д2х

краевую задачу

Q,
dti dt\

= /(/); /edQf jc==0; (3.1)

область Q есть четверть кругового кольца, изображенная на

рис. 6. В этой задаче кажется целесообразным перейти к

полярным координатам: t\ = r cos ft,
t2 = r sin # В свою очередь будем
рассматривать г и ft как

декартовы координаты некоторой другой
плоскости. Задача (3.1) переходит
в следующую:

/ л\ гт д ( дх \ . 1 д2х
(г, #)еП, _(г_) +7_=

= rf(t): = f(r, *);

(г, 0)€=дП, * = 0; (3.2)

П — прямоугольник 1 < г < 1 + R>

0<<&< -£.
Обозначим через А оператор задачи (3.2), а через В—

оператор, определенный соотношениями

Рис. 6.

(г, 0)е=П, Вх =
д2х

дг2

д2х

дЪ2 (г, «)ес)П, jc==0. (3.3)

Операторы А и В — сходные [90], и их энергетические нормы
эквивалентны:

«1 + WUR. (3.4)
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Система собственных функций оператора В, ортонормиро-
ванная и полная в энергетической норме | • |в, есть

4W('. <&) = стп sin (г~^тп sin 2пЬу т, п=1, 2, ..., (3.5)

где

стп = 2 V2tf/V>rc2*3 + 4#4я2л. (3.6)

2°. В силу теоремы 4.3 из [90] система функций (3.5), (3.6),
ортонормированная в энергетической метрике оператора S,
почти ортонормирована в энергетической метрике оператора Л.
Пусть Атп— матрица чисел [<р,7, <p*/b, 1 ^ t, k <; m, 1 <; /,
l^Ln\ она же—матрица Ритца задачи (3.2), и пусть ц[т* п) ^
^(А^я. ")^ ... <ц,^ п) — ее собственные числа. Пользуясь тем,

что система (3.5), (3.6) ортонормирована в Нв> и

неравенствами (3.4), найдем, что \i[m' /1)>(1 + RV\ А п)< 1 + R;
отсюда

И4ш.1К1+Я, М«|Ц<1+Л PAmn<(l+R)2- (3.7)

3°. Оценим погрешность аппроксимации решения по Ритцу.
Для простоты положим т = п\ обозначим п2 = N. Погрешность
будем оценивать в метрике НА. Пусть х* — точное решение
задачи (3.2) и x[N) — ее приближенное решение по Ритцу. Пусть
функция f(t) такова, что хш ^ 1^23)(П). Разложим ## в ряд Фурье

х. (г. *) = £~ /те1
a*/ sin l*lr~l) sin 2/0. (3.8)

Оценим коэффициенты а/у. Имеем

о М+Я f Л/2 , / «ч

a»=iji Jo *«(г' °)sin fi sin2/0£frd<>, (3.9)

Интеграл (3.9) возьмем по частям два раза по ft. Приняв во

внимание краевое условие задачи, получим

п

Интегрируя по частям еще один раз по г, найдем

2 Г Г 03*. /я (г— 1) .
0.д

,
,д

.

Второй интеграл исчезает в силу краевых условий: на контуре
прямоугольника П, в частности, на его сторонах г — 1 и г =

= 1 + R9 будет х# = 0. и потому на тех же сторонах д^/дЪ*
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тоже обращается в нуль Теперь

%=
-

7Л/Г И -£wcosi3l{rR~X) sin 2/*rfrd«; (3.10)
п

аналогично получается еще одно представление:

а</
=

""Svf J J ~^д¥
sln

Я
cos 2/^dr db' (ЗЛ1>

П

Формулы (ЗЛО), (3.11) можно представить в виде

R Яг

ач =
~

w 6|/ =
"

"W Сф (3*'2)

где Ьц и С/у суть коэффициенты Фурье производных SPxJdrdb2
и d3xjdr2d,& соответственно по произведениям cos

m
S~ X

Xsu^/fl и sin Гд"~" cos 2/0; /, /=1, 2, Заметим, что

по неравенству Бесселя

16 II дъх. ||2 у°° 2
^

16 || д3*, II2
%R I drdfl2 |к(П) ' A»*, /=,

С" ^
я/? 1 дг2дЪ |к(П)'

(3.13)

Еоо Ы,
U /-1

Продифференцировав ряд (3.8), получим ряды Фурье для

первых производных:

in (г — 1) .

sin 2/0; $И = -—Сф°b.= Y ft

Г
= L,,,., Vi/ sin \ cos 2/0; Yi/ W

&дх%
(3.14;

Пусть xjw — приближенное решение задачи (3.2) по Ритцу,
a x{N) — сумма

х^=УП ац sin
in (г — 1)

in2/#, n = <y/N.sin

Очевидно, что | л:,,
— x[N) \А < | л:#

— х(Л° |л. По неравенству (3.4)
(|| 41- норма в L2(II))

\хт-х'^\2 <(!+/?)
д*# д*.(АГ)

<?Г дг +
11 дх. дх^ f
I д# 00 || •

Далее, по неравенству Бесселя и формулам (3.12) — (3.14)

дхш дх{,{N)

дг дг | "- я2 IZ-./-1 Z-i/_„+i г2;2 </

.

у- _1_ } ^ у~ W flj^f
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Аналогично

II if*. _ d£^P <Г
16 Vой A2 <r-

256 Д d3*»
i dd dO I ^ Jt4(" + l)2 Zj/,/-! " ^я5/?(/г+ 1)2|| drdfl2

Отсюда следует оценка погрешности аппроксимации:

Iх _xwi <4У/г(! + /?) ц дн | 16 11 а»* |21 *• ** ,л^
jW(n + \) I дг2си> 1Г л№I arw I

' * '

4°. Оценим погрешность искажения. По-прежнему считаем

т = п. Если вычисления производятся с повышенной точностью,
то

I * ([<Р*/> ф«1) К в, | [ср,/, фы]л I» I в (f. Ф«) К в, | (f, <pw) |.

Пусть Г/v и 6(yV) — погрешности матрицы AN=*Ann и вектора

f{N) = ((f> Фц), •••» (/, Ф™)) соответственно. Матрица AN имеет

порядок N = n2, и из неравенства для б([ф£/, ф^Ы следует,

что || riV |К в{ || Лд^Ке^ || AN ||; нормы матриц берутся в<

метрике RN. Норму || AN || нетрудно оценить:

114,11 = max (ANg, g)/\\g\?.

Далее,

(ANg, г) = Е"ЛЛ,/.,[ф//. 4>ki]Agit8ki = \Titt i^tPugifl
и по неравенству (3.4)

(A„g9 g)<(l+R)\Zl,_lVt,gt,\2B.
Функции q>ii ортонормированы в метрике HBf поэтому

(ANg, g)<(l + R)lLnitf=lg2if = (l + R)\\g\\2.

Отсюда следует, что ||Л^||^(1 +/?); это дает оценку для IV

II Г„ II < Ml+/?)*. (3.16)

Оценим теперь норму ||й<ЛГ,||- Из соотношений (3.5), (3.6)
находим

||<Ммп> = №л2 + 4да;
'теперь

16<»> II2 < е? ZI ,_,(?. Ф17)2 < г2 IIIЩ (П) EI,,_, | Ф„ |L2(U)^

/ =

Обозначим а = гтпп(я2, 4/?2), тогда

||6wir<8^||f|||2(n,a-,E;,/=1l/a2 + f).
Оценим последнюю сумму

К /-1W2 + f)=2 EL, W +1) -1 + II /=2W2 + /")•
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Но

1 Г* dv yn _J Г" do я

1г+\
^ L_, о2+1 * 2^„Г/*+« Jo o2+l 2

II

Z* ,., w2 + /2х я -1 + Е* ,_21/с2+/2).
В сумме справа 12-fj2<)l_{ ) y2 + 2i: отсюда

i,i-2i2 + i2
<

Ji 3i y2 + *f
—

Ji yJi y2 + *3'

Во внутреннем интеграле положим г = */£:

Г* rfz
_

1 Сп/У d% я

Jl У2 + *2 У )Uy 1 +£2
^

2y
и

Таким образом,

\лт\<вЛП^/л^1 + ^1пп. (3.17)

5°. Из формул (3.1.7) и (3.16), (3.17) следует: если

8i(l + R)2n :=p < 1, то погрешность искажения

1лг<в,",1",р"Д) [(! +№+ д/я-1+у1пк]. (3.18)

Обычно величина е\п мала по сравнению с \/п\ сравнение
формул (3.15) и (3.18) показывает, что в задаче настоящего

параграфа погрешность искажения имеет существенно

меньшую оценку, чем погрешность аппроксимации. По-видимому,
отсюда можно сделать вывод, что при составлении системы

Ритца для задач типа рассмотренных в данном параграфе нет

необходимости вычислять матрицу и свободные члены системы

с повышенной точностью.

6°. Мы не будем здесь заниматься погрешностями

алгоритма и округления
— они зависят от выбора метода решения

системы Ритца.

§ 4. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Г. Рассмотрим самосопряженную положительно

определенную задачу

0</<1, -^[(2 + t)4fc] + tx = f(t); (4.1)

х(0) = х(1) = 0. (4.2)
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Для ее решения воспользуемся МКЭ с кусочно-линейиой
аппроксимацией: введем в рассмотрение исходную функцию

rt+1, -1</<0,

(o(/) = J 1 -/, 0</< 1, (4.3)

[ О, /^[-1, +11,

выберем натуральное число п, положим h = l/(2n) и будем
искать приближенное решение в виде

*.н (0 =И£а>№- Л:== К-1 а(",<р/"(/)' (4-4)

где коэффициенты а\п определяются из алгебраической системы

МКЭ (9.1.13), в которой надо положить s=l.

2°. Погрешность аппроксимации будем оценивать в

энергетической норме. В работе [96] получена оценка (формула (4)
§ 3 главы III)

IU'-**1lp<A||jc''|Iv Кр<оо, (4.5)

где xh определяется формулой (9.1.5) при s = 1. Ниже мы

воспользуемся оценкой (4.5) при р = 2. Норму в L2(0, 1) в данном

параграфе будем обозначать через Ц ||.
Оценим энергетическую норму | v — xh\, где х—

произвольная функция из энергетического пространства задачи (4.1),
(4.2). Имеем

Далее, из тождества x(t)=\ x'(x)dx получаем по неравенству
J0

Буняковского

\[xHt)dt^\{Q[x'(t)]*dt
и, следовательно, |*|^2||л;'||. Заметим, что множитель 2

можно уменьшить. Заменяя х на х — хн и используя
соотношение (4.5), найдем, что |х — xh|<21|dx/dt — dxh/dt||<2h\\x"||.
Отсюда следует неравенство

|*.-*.л|<2Л||дйГ||; (4.6)

здесь л;*
— точное решение задачи (4.1), (4.2). Дело сводится к

оценке величины Чх?||.
3°. Из уравнения (4.1) находим

\x:\ = \--^(f + tx^xi)\^[\\f\\ + \\x^ + llx,i\\

и, следовательно,

ВдйПКг-ЧИ/В + И^Я + ИдйИ]. (4.7)
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Для дальнейших оценок воспользуемся представлением
решения через функцию Грина:

*.(')= J •<?(/, T)f(T)rfx. (4.8)

Функция Грина вычисляется просто; она равна

!,
2-И 1 2 + т

, ^

, 2-Й 1
2 + т . .

In—^— In—£—, т</.

Легко видеть, что 0 <! G ^ In (3/2), и из формулы (4.8) следует

неравенство II xJKHf ||ln(3/2) ^2"!||/||. Столь же просто

находим, что ||jc*||<2'"1||/:||. Теперь по формуле (4.7)

\\^<2'l(l + ln(Z/2) + 2'l)\\f\\^\\fl
и из неравенства (4.6) вытекает оценка погрешности
аппроксимации

| *.-*.* |<2А || Л|. (4.9)

4°. Переходим к погрешности искажения. Пусть N = 2п —
— 1 — размерность матрицы МКЭ Мп и Гп—ее погрешность.
По формуле (9.1.17)

ЦГя||^<4в|А",тахр(0=12в,Л"1 (4.10)

Пусть, далее, 6{п) — погрешность столбца свободных членов

системы алгебраических уравнений МКЭ. Тогда, по формуле
(9.7.6)

||б(^||^< (2/3) hu\\\f ||. (4.11)

Воспользуемся общей формулой (3.1.7), дающей оценку
погрешности искажения

|.<(1-р)-1[|И,-1Г.|И|^л|| + ||М.-1б(/г)|];
здесь можно положить р =||М/71| • ||ГЛ||. Несколько увеличив
правую часть, получим оценку искажения:

i.<(i-P)-,[|Af;r,|. n.\2eih-l + \\M^\\.\\r\\s^'m
Далее, по результатам § 6 главы 9

1гр=е2;"1(/-ф^)2<(4/з)Л11/112

^<7Г^7Г|л1'г1||-,1Л|[,2||м"!|л"1'2 + /г1/21,

и остается оценить | М/Гl j| = 1/[аГ', где а\п) есть наименьшее

собственное число матрицы Мп. По формуле (9.4.4) \i[n) ^ c'h,
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где с' — положительная постоянная, и [Afa!|^cA l, с=1/с'.
Теперь

i <
2^h~lWfW fl2c/T3/2 + /zl/2l

При обычных значениях ei и h произведение ei/z-2 есть

величина достаточно малая; это позволяет заменить скобку в

знаменателе единицей. Кроме того, /г1/2 <С Л-3/2, и можно

пренебречь вторым слагаемым в квадратной скобке. В результате
получаем оценку, верную с точностью до членов высшего

порядка малости:

1« < 8 V3 сЧЛ-^ И /1|. (4.12)

5°. Займемся оценкой числа с. Для этого нам понадобится
вкратце повторить вывод неравенства (9.3.3), имея в виду
интересующий нас случай, а также сделав результаты этого

вывода более определенными. В нашем примере s= 1, и формула
(9.3.2) упрощается:

\ [xh{t)fdt = h\ [a,(D(T) + a/+1©(T—1)]2Л.
Jlh JO

Под интегралом справа <о(т)=1—т, <о(т—1)=т; вычислив

этот интеграл, найдем

$"*"* [*А it)Y A —J- (a] + аА+1 + a*+1);

заменив здесь alal+l на ±2~1(а,+ Я/+1), получим двойное

неравенство

Просуммируем последнее неравенство по / в пределах 0 <; I ^

<; 2п—1; при этом, очевидно, надо считать а2/г = 0:

VA/6 II a \\Rn < || хЛ ||L2 < VA II а ||Ллг (4.13)

Неравенство (4.12) есть частный_случай неравенства (9.3.3)

со значениями постоянных с{
= 1/л/бу с2=1. Перепишем (4.13)

в виде ||x*||i2<A||a||iR ^6||л^|(12; отсюда видно, что константы

неравенства (9.4.2) в нашем примере равны с{=1, с = 6, и

первая из формул (9.4.3) принимает вид

г' -^
6 |!ш,|12 б^д {0} ||*й||2 6 '

здесь A(in) — приближение по МКЭ к наименьшему собственному
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числу Х{ оператора задачи (4.1), (4.2). Метод Ритца, для

которого МКЭ является частным случаем, дает приближенное
значение Хх с избытком, поэтому м^^ Aj/z/6. Далее, Х{ =
= rnin (Ах, х)/||х||2. При этом

x<=D(A)\{0}

(Ах9 х) = ^ {(2 +1) [х' (О]2 + tx* (/)} dt,

и

[llx'V)]*dt
Xt>2 min -^ .

x*D{A)\{0) f
x2{t)dt

Jo

Выражение справа есть удвоенное значение наименьшего
собственного числа оператора

— d2/dt2 при краевых условиях (4.2).
Это наименьшее число равно я2, отсюда jli^ ^ Ая2/6. Таким

образом, введенное выше, в п. 4°, число с' можно принять равным
л;2/6, тогда с = \/с' = 6/л;2, и мы приходим к оценке

погрешности искажения

l„<il^-e1A"5/2||/ll<8I43e1/l-5/2||/||. (4.14)

6°. Погрешности алгоритма и округления зависят от того,

каким методом решается алгебраическая система МКЭ. Эта
система — трехдиагональная; по-видимому, ее целесообразно
решать методом прогонки. Можно также преобразовать эту

систему по методу Натансона и решать ее итерациями, но число

обусловленности матрицы МКЭ довольно велико, и итерации

будут сходиться медленно.

§ 5. УРАВНЕНИЕ ФРЕДГОЛЬМА

Г. Рассмотрим уравнение

(Ах) (t) := х (0 + [' еих (т) d% = / (/). (5.1)
JO

Обозначим через К интегральный оператор Фредгольма

(Кх)№=[Хе**х(х)(1х,
Jo

так что А = I + К. Оператор К— симметричный в L2(0, 1).
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Докажем, что он в этом же пространстве положителен.

Действительно,

(Кх, х) = $' J V* *(/)* (т) dt dt= £~_q -jjj- Jo J ^вт"дс(/)х(т)ЛЛ =

=ZLi(Sl^(/)A)2>°'
при этом, если (Кх, х) = 0, то

Vrt>0, [ltnx(t)dt = 0,
Jo

и так как система \tn} полна в L2(0, 1), то x(t) = 0.

Как доказано в п. 2° § 3 главы 11, ||Л~1|^1. Оценим еще

|| А ||; для этого заметим, что

В силу известного неравенства: % > О, (е> — 1)/|<е5, находим

Ш2<Ге2'Л = (е2-1)/2
Jo

и, следовательно, || А||< 1 + VV— 1)/2 < 2,8.
2°. Чтобы решить приближенно уравнение (5.1),

воспользуемся методом Бубнова — Галеркина (в данном случае он

совпадает с методом Ритца), взяв в качестве координатной
систему фо(0=1; п > О, 9rt(/) = (l/V2)cos nnt, ортонормирован-
ную и полную в L2(0, 1). Приближенное решение *„(/) имеет

вид

*п & = <п) + S*.i («PVV2) cos tint. (5.2)

Вектор а(/1) коэффициентов а^ определяется из алгебраической
системы

(№ + МпаЫ = /<*>, (5.3)

в которой Afn—матрица чисел

So So^Хф/ (/)ф* (Т) Л rfr' ° < Uk < *■ (М)

а /(*) — вектор с составляющими

fkn) - ^ / (О Ф* (О Л. О < А < д. (5.5)

Как показано в п. 2° § 3 главы 11, матрица Мп неотрицательна,
и IK/n + Af/i)-1!! ^ 1. Здесь /л —единичная матрица порядка п.
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Там же отмечено, что ||Af*||^||J(|| и,-следовательно, IIMJ!^ 1,8,
а ||/я + Мя||< 2,8.

3°. Пусть /е= С<2>[0, 1], тогда и х<= С<2>[0, 1]. Разложим x(t)
в ряд Фурье по косинусам:

x(t) = Y^tat0ak cos tint

и оценим коэффициенты

ап = (1/л/2) \ х (/) cos mtf d/, я >0.

Интегрируя дважды по частям, получим

{-\)п х'(I) - х'(0) ря

/г2я2 У2 л2я2
(5.6)

Здесь $п есть коэффициент разложения х" (t) в ряд Фурье по

косинусам. Далее,
.

,^ 1^(0)1 + 1^(1)1 | 1М
'""'^

*W2~
+

я2я2'

Величины ^'(О) и |лг'(1)| оцениваются с помощью уравнения

(5.1), из которого следует

x'(t) = f (/)- [' euxf{x)d%.
Jo

Отсюда 1 х' (0) |< 1 Г (0) I + II / 11/л/З" и | х' (1) | < | /' (1) I +

+ (V^2— 1 /2) II/II; здесь и ниже || • || означает норму в L2(0, 1J.
Обозначая c = DnO)l + ir(l)l + (l/V3 + V(^-l)/2)ll/ll]/V2.
имеем

л>0, |aJ<(c + |pJ)/AZ2n2. (5.7)

Обозначим через *<*>(/) n-ю частную сумму ряда Фурье
функции x*(t)—решения уравнения (5.1).

4°. Оператор А — положительно определенный; введем в

рассмотрение его энергетическую норму:

|*|2 = 11*II2+ (/(*. *)<(1+1|/Ш|1*112<2,8||х|р, (5.8)

или |*|^ 1,7 II*||. Так как хп есть приближенное решение по

Ритцу, то I*. — */iKI*. ~ *(/г)|^ 1>7||х, — *(Я,И; оценив правую
часть этого неравенства, мы найдем погрешность
аппроксимации в нашей задаче.

По соотношениям (5.7), (5.8)

! /?4Я4

<- — Y~ lily00 it

322



Последняя сумма просто оценивается по неравенству Бесселя:

Далее,

*" (/) = р (/)—$' tVx (т) dx;

\\x"\\<!\\f"\\+Kx^x{x)dx\;II J0 II

|| J^т**"х(т)dt\<||хII2{ \[%*& dx} = £=±1|х||2< -£=11|/1|2.

Отсюда|U"|KII/,/|l+(V?::r3'/2)IIfll<lini+1.05Ц/||:=2-'я4с, и

(2/n4)Z;=n+|pI/fe4<c,/(n+l)4.
Чтобы оценить предшествующую сумму, заметим, что

Jfc-1
a 4rfa,

отсюда

>-1 -3У°° /Г4<( a"4da = 3"V

Собрав результаты, получим оценку аппроксимации

U-x„|<l,7|U-^)||<l,7[-3|^+T^1Ff. (5.9)

Отбросив менее существенное второе слагаемое справа,
получим несколько более грубую, но более простую оценку

|x-x„|<1,4c/(k2ai3'2). (5.10)

5°. Перейдем к погрешности искажения. Обозначим через \xiky
0^/, k^ny элементы матрицы Мп. Если вычисления

производятся с повышенной точностью, то | б (\ifk) | ^ е{ \ \ifk |; если Тп—

погрешность матрицы_ Мп, то Г^сое^^ и || Тп || ^ ех \\ Мп || ^
^ е, -у/я II Мп || < в! л]п л/(е2 — 1)/2 ^ 1,8е, л[п\ точно так же

|6|fH<e,|fn и |*w|<e,|ri где 6("' = 6(Г).
Воспользуемся результатами § 2 главы 3; в формулах этого

параграфа надо в данном случае заменить Ап на 1п + Мп.
Условие || Л;Г1Г/г||^ Р < 1 можно заменить чуть более^кестким
условием | Ап1\ • ||ГЯ||^ р < 1 и принять P = l,8V«e1; это

допустимо, потому что в обычной вычислительной практике
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лрп <C 81 !. Теперь формула (3.1.7)-дает оценку погрешности
искажения

i„<(i - рг1 [!(/,, + мп)-1\\- игл .||ГА + 1(/„ + мпгЪАП
Если заменить \\f{n)\\ большей величиной \\f\\ и отбросить в

знаменателе малое число р, то получится искомая оценка:

L<e,(l,8V^+ Oll/ll. (5.11)

6°. Матрица 1п + Мп—положительно определенная (ее
нижняя грань больше единицы), поэтому систему (5.3) можно

решать по методу Холецкого, общая оценка погрешности

которого дается формулой (6.2.15); в этой формуле следует
заменить Л на 1п + Мп. О погрешности этого метода сказано в

главе 6, § 2.
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